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Notat 1:

Vagtede regressionsmodeller.

Lad y veere n—dimensionalt normalfordelt med middelveerdi p = XS
givet pa seedvanlig linezer form, og med kovariansmatrix af formen AW ~1,
hvor W er en diagonalmatrix med kendte diagonalelementer w1, ..., w,.
Altsa

y~ Ny (XB,AWH).

Likelihooden for denne model bliver abenbart
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Heraf fglger, at maksimering af likelihooden m.h.t. g for fast A er sekvi-
valent med minimering af kvadratsummen

n
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hvilket er begrundelsen for, at man kalder de givne stgrrelser w; for
“vaegte” og taler om “vaegtet mindste kvadraters metode”.

Det beregningsmaessige problem kan fgres tilbage til en saedvanlig va-
rianshomogen model ved transformation. Hvis vi med VW betegner
diagonalmatricen med elementer /w, ..., vw, fas abenbart

VWy~ N (\/WXB, Aln) ,

hvilket er en saedvanlig variansanalysemodel med modelmatrix vVW X,
varians A og datavektor vWy. Ved at indsatte i den seedvanlige formel
B=(X'X)"1X"y fas

b= (VWX)(VWX) " (VWX)VIVy = (X'WX) ' X'Wy.

I ISU’s FITLINEARNORMAL kommando kan vaegte specificeres ved, at
navnet pa den variate der indeholder vaegtene skrives bag en skrastreg
lige efter modelformlen. For eksempel

FITLINEAR Y=1+X/W.
I SAS angives “WEIGHT” vektoren ved en option til PROC GLM.



Eksempel 1.

Betragt en model for uafhaengige positive observationer y;, hvor mid-
delveerdi og varians er specificeret pa formen

pi = By; = Br;  of =var(y;) = M2

Altsa en model for en responsvariabel y, som i sin middelveerdi folger
en forklarende variabel z proportionalt, og hvis standardafvigelse v/ Az;
(idet vi antager x; > 0) ligeledes folger x; proportionalt. Dvs. variati-
onskoefficienten o;/p; er konstant.

Hvis y’erne antages normalfordelte har vi abenbart

%N B

?
Altsa en model hvor forholdene y;/z; opfattes som identisk fordelte.
Dette er den model som i ISUW-programmet MODUL.ISU blev benyt-
tet for de gennemsnitlige passagervaegte ¢; = v;/pts;. Vi kunne altsa
have opnaet det samme ved at benytte en regressionsmodel hvor vaegtene
afhzenger linezert af passagertallene, med afskaering 0 og en varians der
folger de kvadrerede passagertal proportionalt.

En anden model, som approksimativt fgrer til samme resultater hvis
variationskoefficienten o/p er lille (sa vi for eksempel er nogenlunde
sikre pa at alle y’er er positive) gar ud pa folgende. Betragt de log—
transformerede observationer z; = log(y;). For disse geelder approksi-
mativt

E(zi) ~ log(fr;) = log(f) + log(:)
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var(z;) ~ ([diy log(y)] , ) A2 = (ﬁ;) A2 = %
y=px; 4

hvilket ogsa kan formuleres saledes: De transformerede observationer
log(y;/x;) = logy; — logx; er identisk fordelte med middelveerdi log 3
og varians A\/(32. Denne model kan vare at foretraekke hvis de log—
transformerede forhold log(y;/z;) ser mere “normale” ud end selve forhold-
ene y;/x;.
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Eksempel 2: Poissonmodel med overspredning.

Betragt en saedvanlig multiplikativ Poissonmodel
y; ~ Poiss()\;)
hvor
Ai = exp(ag + Bz +...) eller log(\;) = ag + fx; + ...
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Her symboliserer “ay + Bx; +...” en modelformel, der i princippet kan

veere hvad som helst der kunne sta pa hgjre side af lighedstegnet i en
lineser model.

Imidlertid viser det sig (antager vi) at “goodness—of-fit-testet” (test
mod den fulde model v.h.a. Pearson eller —2logQ) ikke godkender model-
len. Det betyder at der er “overspredning” — y’ernes varianser er stgrre
end de skulle veere i henhold til modellen. I sa fald er det ikke tilradeligt
at ga videre med denne model. Hvis man ignorerer overspredningen
far man typisk for mange “falske signifikanser”; de estimerede standard-
afvigelser pa parameterestimater bliver for sma, da de er baserede pa
Poissonvariansen og ikke tager hgjde for overspredningen.

I stedet kan man opstille en overspredningsmodel, som i sin simpleste ver-
sion gar ud pa at observationerne stammer fra en fordeling med storre
varians end Poissonfordelingen. Middelveerdien antages at veere den
samme, og for variansens vedkommende antages (som den simplest mu-
lige generalisering), at den er proportional med Poissonvariansen. Man
kan yderligere laegge det krav pa at der er tale om normalfordelinger, i
sa fald fas modellen

yi ~ N (Ai, oA;) , hvor A\ = exp(ag + Bz +...) .

¢ kaldes i denne forbindelse for overspredningsparameteren.

Man kan argumentere for, at middelveerdiparametrene i denne model
skal estimeres praecis som i den multiplikative Poissonmodel, idet det
approksimativt er hvad man far ved maximum likelihood; endda eksakt
det samme efter en lille modifikation af ML—metoden til det der kaldes
iteratively reweighted least squares (kendes blandt andet fra generalise-
rede linezere modeller).

Et naturligt estimat for ¢ er Pearsons y2-stgrrelse for “goodnes—of-
fit” divideret med sit frihedsgradsantal. Man kan ogsa bruge —2logQ
(deviansen) i stedet for, de er jo approksimativt ens.

Overspredningsmodellen er meget nem at handtere. Analysen af en over-
spredningsmodel kan foretages pa basis af resultaterne fra den tilsva-
rende multiplikative Poissonmodel, nar blot man husker

(1) at senere —2logQ-storrelser eller tilsvarende Pearson-storrelser ved
tests for yderligere modelreduktioner skal divideres med ¢, fgr de vur-
deres i deres (ssedvanlige) x?—fordeling. Man kan argumentere for at
bruge en F—fordeling i stedet for, i analogi med hvad der kendes fra al-
mindelige linezere normalfordelingsmodeller, men det er uvaesentligt hvis
antal frihedsgrader for det oprindelige goodnes—of-fit test er stort.

(2) standardafvigelser for parameterestimater skal korrigeres tilsvarende,
ved multiplikation med /.

Det er dog ikke ngdvendigt at foretage disse modifikationer i handen. 1
ISU kan man f.eks. foretage beregningerne ved hjalp af kommandoen
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FITNONLINEAR, i SAS bruges PROC GENMOD med passende options til
MODEL specifikationen (Vist nok DIST=POISSON og SCALE).

Modelkontrol foretages primaert ved at man tegner et residualplot, hvor

normerede residualer % plottes mod fittede vaerdier 5\, Hvis store

PAL
residualer forekommer vaesentligt oftere i den ene side af tegningen end
i den anden er det tegn pa at overspredningsmodellens antagelser om
variansens afhangighed af middelvaerdien er forkerte. I sa fald kan man

(i ISU, og vist nok ogsa i SAS) specificere en anden variansfunktion.

I nogle tilfaelde kan man som en simpel approksimation bruge den lineaere
normalfordelingsmodel

log(y;) ~ N (ag + Bz; +...,0%) .

Det er klart at denne model approksimativt har samme middelvaerdi-
struktur som overspredningsmodellen. Men variansen (som antages kon-
stant) er naturligvis anderledes. Denne approksimation virker bedst hvis
y;’erne er store og ikke alt for forskellige. Specielt kan den selvfplgelig
ikke bruges hvis veerdien y; = 0 forekommer.

En lineaer model for log y’erne som er lidt mere loyal mod den oprindelige
variansstruktur gar ud pa at

10g(y,~)~N<ag+Ba:i+...,£> ,

2

hvor
w; = exp(ag + Pz +...).

Dette giver ganske vist ikke umiddelbart mening, da vi ikke kender
parametrene og derfor ikke kan beregne w;. Men man kan bruge meto-
den rekursivt med indsaettelse af estimater fra forrige trin. For det meste
konvergerer den hurtigt.

Se demonstrationsprogrammet V-REG.ISU.



