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R2-stgrrelser for logistiske regressionsmodeller.

Indledning.

I en lineszer normalfordelingsmodel, f.eks. en mulitipel regressionsmodel
af formen
yin(a—i—ﬁxi—f—...,aQ)

defineres som bekendt de fittede veerdier [i; som de estimerede middel-
vaerdier af observationerne

og residualerne er stgrrelserne y; — fi;. Residualkvadratsummen er kva-
dratsummen af residualerne,

SSDres - Z(yz - ,&z)2

og ved modelkvadratsummen vil vi i dette notat forsta sterrelsen
SSDiod = 3 (i — 5)°.

Under antagelse af, at modellen indeholder et konstantled — hvilket helt
generelt er en forudszetning for at tale om R?-stgrrelser — gaelder det,
at gennemsnittet y af observationerne er det samme som gennemsnittet
af de fittede veerdier, sa SSDy,0q er simpelthen kvadratsummen af de
fittede veerdiers afvigelser fra deres gennemsnit. Desuden gaelder det, at
vektoren af fittede veerdier er ortogonal pa vektoren af residualer, hvoraf
folger (af “Pytagoras”) at

SSDy = > (4 — #)* = SSDimod + SSDres -

Ved modellens forklaringsgrad, eller determinationskoefficienten, forstas

stgrrelsen
o SSDmod -1 SS])res

2
R SSDy, SSDy

Denne stgrrelse fortolkes som den andel af den samlede kvadratafvigel-
sessum SSDy, der er opfanget af modellen, idet resten (SSDyes/SSDy) er
den andel som skyldes tilfseldig variation.

Forklaringsgraden er ikke en teststgrrelse, og det er heller ikke en stgr-
relse som siger noget om hvorvidt modellen holder eller ej. R? er et rent



deskriptivt mal for hvor god en modellen er til at forudsige observation-
erne, sammenlignet med den simple model der antager at observation-
erne er identisk fordelte. For store dataseet vil man ofte vaere interesseret
i at simplificere modellen ved at fjerne f.eks. vekselvirkningsled af hgj or-
den, ogsa selv om de er signifikante. Hvis dette ikke sendrer R? ret meget
kan man sige, at dette er acceptabelt ud fra en vaesentlighedsvurdering.
Ligeledes, hvis man sammenligner modeller som ikke umiddelbart kan
sammenlignes ved testning, for eksempel varianter af “samme” model
med baggrundsvariable der er transformerede pa forskellige mader, kan
det veere god mening i at veelge den model, der har den stgrste forklar-
ingsgrad (eller den mindste residualkvadratsum, det kommer ud pa et i
dette tilfeelde).

Forklaringsgraden for en logistisk regressionsmodel.

Betragt en logistisk regressionsmodel

exp(a+ fx; + ...
pi=Pli=1) = ( )
1+exp(la+fz;+...)

hvor 41, ..., y, betegner de uathaengige, bingere responser. Med p; beteg-
ner vi de fittede vaerdier, altsa de estimerede sandsynligheder for “suc-
ces” y; = 1. I det fplgende antages at modellen har et konstantled (som
a ovenfor), i modsat fald giver det fglgende ikke mening.

Der findes i litteraturen temmelig mange definitioner af, hvad man skal
forsta ved forklaringsgraden for en logistisk regressionsmodel. Vi skal
ikke omtale dem allesammen, men til gengald tilfgje en hjemmelavet
variant, samt ggre rede for at nogle af disse definitioner forer til ap-
proksimativt samme veerdi af R?.

Nar man ser pa definitionen fra de linesere modeller er der to forslag som
ligger lige for:

og

Pa grund af antagelsen om, at modellen har et konstantled, geelder det
at summen af de fittede veerdier er lig med summen af selve observa-
tionerne (denne identitet er nemlig en af likelihoodligningerne, den man
far ved differentiation efter ). Heraf fglger at gennemsnittet § af obser-
vationerne er det samme som gennemsnittet p af de fittede vaerdier. Sa
kvadratsummen Y (p; — )? kan ogsa fortolkes som de fittede veerdiers
kvadratiske variation omkring deres eget gennemsnit. Derimod geelder
det tkke, at vektoren (p; — y) er vinkelret pa residualvektoren (y; — p;),
s& til forskel fra det linezre tilfeelde vil R? og R3 i almindelighed vaere
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forskellige. Dog er de, som vi nu skal se, approksimativt ens. “Approksi-
mativt” skal her forstas sadan, at vi vil antage at antallet af observa-
tioner er sa stort, at de estimerede sandsynligheder p; uden nsevneveerdig
fejl kan erstattes med de tilsvarende sande successandsynligheder p;, og
de summer som indgar i udtrykkene i det fglgende uden naevneveerdig
(relativ) fejl kan erstattes med deres middelvaerdier med henvisning til
de store tals lov.

I det fglgende lader vi ¢; betegne de komplementaere sandsynligheder
1—p;. De tre kvadratsummer, som indgar i teeller og nsevner i udtrykkene
for R? og R3 ovenfor, kan nu approksimeres med funktioner af de ukendte
parametre pa fglgende made.

Telleren i udtrykket for R3:

Teelleren i udtrykket for R3:
Swi=p)? =Y Wi—p)? =) _ui+ Y 02> yipi

=Y Uity P -2) ypir Y bty pi—2) p
= Zpi —ZP? = ZpiQi~

Den faelles naevner:

S wi—0P=> Wi—p>=> vi+nmp*—2p> ui

~ Sy + np? — 2p(np) ~ np — np? = np(l — p) = npq.
Fglgende udregning viser, at disse approksimationer til de tre kvadrat-

summer opfylder den relation, som svarer til relationen SSD,,0q +SSD s
= SSDy, i det linezere tilfeelde:

> i =)+ _pici =Y (0} + P> — 2pip+pi(1l — pi))

=> (i +p"—2pp+pi—pi) =Y pi+np’—2np°+np— Y _p;
=np —np? =np(l —p) =npq.

Heraf fglger, at




I praksis er det saledes formodentlig ligegyldigt, om vi vaelger R? eller
R32 som udtryk for forklaringsgraden.

Man kunne her fa den tanke, at det i en eller anden forstand er “bedre”
at bruge den fzlles approksimation af R? og R3 med p;’erne indsat i
stedet for p;” erne. Men det forer ikke til noget nyt, idet der simpelthen

geelder Y (y; — 4)? = ny(1 — ¥) = npq, og dermed
N ~ 2
R% _ Z(pz_A j2)
np

LN

Et nyt forslag.

I det fglgende vil vi referere til en simpel kontroltegning, som man i
almindelighed bgr lave i forbindelse med logistisk regression, nemlig de
to “parallelle” histogrammer som viser fordelingen af de fittede vaerdier
p; for henholdsvis “successer” (y; = 1) og “fiaskoer” (y; = 0). Grup-
peringen kan passende veaelges sa enhedsintervallet opdeles i 10 lige store
intervaller, for store datasset eventuelt 20. Pa denne tegning kan man
blandt andet se, om modelspecifikationen holder (en slags grafisk variant
af Hosmer—Lemeshows test). Sgjlehgjderne i de to histogrammer skal jo,
pa neer tilfeeldig stgj, have et bestemt forhold. Ser vi for eksempel pa
de observationer i der har p; ~ 0.25 — altsa dem der ligger mellem 0.2
og 0.3 — skulle der gerne veere ca. 3 (=0.75/0.25) gange sa mange fi-
askoer som successer, dvs. sgjlen i “fiasko—histogrammet” skal veere ca.
tre gange sa hgj som den tilsvarende sgjle i “succes—histogrammet”.

Tegningen siger desuden noget om forklaringsgrad. Hvis modellen er god
til at forudsige, vil successernes p;’er klumpe sig sammen taet pa 1 i his-
togrammets hgjre side, medens fiaskoernes klumper sig sammen omkring
0 i venstre side. Omvendt er en model som er darlig til at forudsige de
bingere udfald karakteriseret ved, at p;’erne klumper sig sammen et sted
inde i midten, svarende til at alle successandsynlighederne er naesten
ens.

De to mal for forklaringsgrad, som vi har set pa, kan aflaeses af denne
tegning (underforstaet at vi kan gore inddelingen sa fin som vi har lyst
til). R3 maler jo direkte, om successernes p;’er ligger taet pa 1 og fiasko-
ernes teet pa 0, og neevneren normerer netop pa en sadan made at vi far
forklaringsgrad 1 hvis p; = y; for alle . R? maler simpelthen p;’ernes
varians i forhold til den maksimalt mulige varians, som er selve observa-
tionernes varians (ma man ga ud fra, det er ikke umiddelbart indlysende
hvordan man skal bevise det). At variansen i teelleren beregnes for alle
observationer, uden hensyn til hvilke der er successer og hvilke der er
fiaskoer, og alligevel forer til approksimativt samme resultat som R32,
kan maske virke lidt underligt. Men forklaringen er naturligvis, at det
gennemgaende er de store p;’er der hgrer til successerne og de sma som
hgrer til fiaskoerne. Hvis bare variansen er teet pa observationernes vari-
ans og sgjlerne i histogrammerne ellers har de forhold, som de skal have
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ifglge modellen, sa far vi netop en steerkt venstreforskudt fordeling for
fiaskoerne og en steerkt hgjreforskudt fordeling for successerne.

Med udgangspunkt i den fortolkning af forklaringsgrad, som knytter
sig til kontroltegningen, kan man haevde at et endnu mere neerliggende
forslag til et mal for forklaringsgraden er differensen mellem middelveer-
dierne i de to fordelinger. Den varierer jo netop mellem 0 og 1, med 1
svarende til en rent deterministisk model (p; = y;) og 0 svarende til at
alle p;’erne er ens. Vi foreslar altsa

R3 = p1 — po

hvor p; betegner gennemsnittet af fittede veerdier for successerne, og pg
tilsvarende gennemsnittet af de fittede veerdier for fiaskoerne. Denne
storrelse har umiddelbart ikke megen lighed hverken med R? eller R3.
Men det viser sig at den er approksimativt lig med de to andre, idet den
simpelthen er eksakt lig med deres gennemsnit. Dette ses af folgende
udregninger. Med betegnelserne

ny = Y y; = ny = antal successer, og
no = y_(1 —y;) = n(l — y) = antal fiaskoer

kan R3 omskrives saledes,

R2 _ Yyibi (L —y)pi  nod yipi —nay (1 —yi)pi
3 11 no ning

_ nY yipi —n1 Y. Di _ Y yibi — Yy, Di _ Y piyi — )
n?y(1 —y) ny(1l —y) ny(l —g)

Y

medens gennemsnittet af de to tidligere forslag er

2 oy _ 1 (20 — y)? (s — pi)?
(&+R”‘2(Z@rmv+l Z@rwv)

1 > i —9)* = > (yi — pi)?
2 <1 i > (i —y)? )

1
2

_ () RN 28 hiy = Yyl — S5+ 25 b
2 > y; —ny?
L X 25— Yy 25y
2 > Yi —ny?
_ L 0@ —9) + 25 (v — §)bi
2 >y — ny?
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1 —nyg(1 —g)+2> (yi — y)pi

=3 (1 * ng(1— ) )
L 2 Wi B\ Wi — )P e
—2<1 F - ) )“nm1—@ =%

Det star os saledes frit for at vaelge R3 som det relevante méal for forkla-
ringsgrad, og pa grund af denne stgrrelses simple intuitive fortolkning
forekommer dette at veere et rimeligt valg.

ROC kurven og arealet under den.

ROC star for Reciever Operating Characteristic og har i virkeligheden
noget med kalibrering af en radar at ggre. Sa betegnelsen er ikke saerligt
velvalgt, men sadan hedder det altsa, og det daekker over fglgende.

For et givet py €]0, 1] kan man konstruere en slags “predikteret respons”
som o
. { 1 hvis p; > po
77 Lo hwis s < o

Betragt den 2 x 2—tabel, der klassificerer alle observationerne efter veer-
dien af den faktiske respons y; (=0 eller 1, tabellens rackker) og den
predikterede respons y; (=0 eller 1, tabellens sgjler). Denne tabel siger
noget om hvor god modellen er til at prediktere. Hvis der er store tal i
diagonalen og sma tal i de to andre celler, er modellen abenbart god til at
skelne successer fra fiaskoer pa basis af de fittede vaerdier. Disse tabeller
kan aflaeses af den tidligere omtalte kontroltegning (del histogrammerne
i to ved hjelp af den lodrette linie p = pg, antallene i tabellen kan sa
aflaese som antal til venstre/hgjre for linien i de to histogrammer.

Lad n(pg) betegne antallet af observationer med y; = 1 og p; > po
og lad ng(po) tilsvarende betegne antallet af observationer med y; = 0
og p; > po- ROC kurven er den kurve der udggres af (eller fas ved at
forbinde) de n punkter

(no(po),n1(po)) » po €]0,1]

i et koordinatsystem, hvor den vandrette akse lgber fra 0 til ny og den
lodrette fra 0 til n;. Idet man dog normalt bagefter omskalerer akserne
sa de lgber fra 0 til 1 (eller 0% til 100%).

En perfekt model, der forudsiger 100% korrekt for en eller anden veerdi
af po er karakteriseret ved at kurven fgrst lgber fra (0,0) lodret op til
(0,1), og derefter vandret hen til (1,1). En darlig model vil, ma man
ga ud fra, sortere observationernes fittede vaerdier helt uatheengigt af de
faktiske responser, hvilket (p.g.a. de store tals lov) svarer til at kurven
fglger diagonalen.



Pa baggrund af denne fortolkning har man som en alternativ definition
af forklaringsgraden foreslaet

R? = arealet under ROC kurven.

Verdien R? = 1 svarer saledes til en perfekt model, medens modeller
med R? < 0.5 ma anses for at vaere helt ubrugelige.

Det folger af ovenstaende forklaring, at denne stgrrelse kan fortolkes pa
folgende made: Lad pg veere en fittet veerdi, trukket tilfeeldigt blandt
de n fittede veerdier for successerne, og lad tilsvarende pr vaere trukket
tilfzeldigt blandt de ng fittede veerdier for fiaskoerne. Sa er

R} = P (ps > pr)

(eller P (ps > pr) , atheengigt af hvad vi forstar ved arealet under ROC
kurven).



