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Notat 1:
Logistisk regression med overspredning.

Approksimation af en logistisk regressionsmodel med en vaegtet
lineaer normal model.

SETNING. Lad X wvere binomialfordelt med antalsparameter n og sand-
synlighedsparameter p. Huvis n er stor og p ikke er for tet pa 0 eller 1

geelder at
X X X
Y =logit | — | =1 o =1
0g1t<n) og(l_%> Og(n—X>

er approksimativt normalfordelt med

1
EY = logit(p) = log (%) og var(Y) = wp(l=p)

BEevis. Ved rackkeudvikling til forste orden af funktionen logit omkring
p fas
X X
logit (—) ~ logit(p) + logit'(p) <— — p)
n n
hvor
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logit (%) ~ Togit(p) + p(l;—p) <% —p) |

Pa grund af den ssedvanlige approksimation af binomialfordelingen med
en normalfordeling kan vi skrive

X ~np+/np(1 - p)U,

hvor U er normeret normalfordelt. Indssettes dette far vi

X 1 \/ 1—p)U
logit (—) ~ logit(p) + (np v =V p)
n n

Altsa

p(1—p)



U
= logit(p) + ————.
np(l —p)

Heraf folger pastanden umiddelbart.

Dette resultat kan bruges til approksimation af en logistisk regressions-
model med en vaegtet lineser regressionsmodel. Som vaegte bruges sa de
inverse varianser n;p;(1 — p;). Men eftersom man ikke kender p;’erne er
man tvunget til enten at bruge de veegte man far ved at indseette de rela-
tive hyppigheder i stedet for (det virker bedst hvis n;’erne er store), eller
dem man far ved blot at antage p; uathsengig af i (svarende til vaegte
n;, da vi jo regner pa naer proportionalitet). Som responser bruges de
logit-transformerede relative hyppigheder. Hvis der er mange nuller og
ettaller blandt disse ma man modificere definitionen af disse ved f.eks.
at addere 0.5 til antal og komplementzaere antal, ellers far man responser
400 i sa mange tilfaelde at disse ikke med rimelighed kan ekskluderes fra
analysen.

Fordelen ved at ggre det pa den made er, at man herved far mulighed
for at udvide modellen med en skalaparameter, der kan tage hgjde for en
eventuel overspredning. Modellen med ukendt skalaparameter (varians)
kan opfattes som en approksimation til den model der behandles i det
folgende.

Overspredningsmodellen.

Udgangspunktet er en logistisk regressionsmodel, som vi kan skrive
yi ~ bin(n;, p;)

hvor

_explag + Bx;+...)
1+ exp(ag + Pz +...)

eller logit(p;) = ag + B + . ...

i
Her symboliserer “ay 4 Bx; +...”7 en modelformel, der i princippet kan
veere hvad som helst der kan sta pa hgjre side af lighedstegnet i en lineser
normalfordelingsmodel.

Imidlertid viser testet for “goodness of fit” (test mod den fulde model,
enten Pearson eller —2logQ)) at modellen ikke kan godkendes. Det be-
tyder at der er “overspredning” — y’ernes varianser er stgrre end de
skulle veere i henhold til modellen. I sa fald kan man ikke direkte bruge
modellen. Hvis man ignorerer overspredningen og bare gar videre vil
man typisk finde alt for mange alt for signifikante effekter, ogsa effekter
af faktorer eller regressionsvariable som er helt irrelevante for problem-
stillingen.

Derfor opstilles en ny model, som gar ud pa at observationerne stammer
fra en anden fordeling med stgrre varians end binomialfordelingen. Mid-
delvaerdien antages at veere den samme, og for variansens vedkommende
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antages (som den simplest mulige generalisering), at den er proportional
med binomialvariansen. Man kan yderligere laegge det krav pa at der
(approksimativt) skal vaere tale om normalfordelinger. I sa fald fas mod-
ellen

yi = N (ngpi, Anipi(1 — pi)),

hvor p;’erne har samme form som ovenfor. v/ kaldes i denne forbindelse
for overspredningsparameteren.

Man kan argumentere for, at middelveerdiparametrene i denne model
skal estimeres praecis som i den logistiske regressionsmodel, idet det ap-
proksimativt er hvad man far ved maximum likelihood, endda eksakt det
samme efter en mindre modifikation af ML—metoden. Et naturligt es-
timat for A er Pearsons y2-stgrrelse for “goodnes—offit” divideret med
sit frihedsgradsantal. Man kan her bruge deviansen eller —2logQ) i stedet
for Pearsons y?-stgrrelse, de er jo approksimativt ens.

Overspredningsmodellen udmeerker sig ved at veere meget nem at hand-
tere. Analysen af en overspredningsmodel kan foretages pa basis af re-
sultaterne fra den tilsvarende logistiske regressionsmodel, nar blot man
husker

(1) at senere —2logQ-stgrrelser eller tilsvarende Pearson-stgrrelser ved
tests for ydeligere modelreduktioner skal divideres med 5\, fgr de vurderes
i deres (seedvanlige) x?>—fordeling. Man kan argumentere for at bruge en
F-fordeling i stedet for, i analogi med hvad der kendes fra almindelige
lineaere normalfordelingsmodeller. Forskellen er uvaesentlig hvis der er
fa parametre og mange observationer.

(2) standardafvigelser for parameterestimater skal korrigeres tilsvarende,
ved multiplikation med \/X

Modelkontrol foretages primeert ved at man tegner et residualplot,

hvor normerede residualer —%="Pi __ plottes mod fittede veerdier np;.

Anip;(1—p;
Hvis store residualer forekomnfe](r vge)sentligt oftere i den ene side af
tegningen end i den anden er det tegn pa at overspredningsmodellens
antagelser om variansen afhaengighed af middelveerdien er for simpel.
Metoder til afhjeelpning af sadanne problemer vil vi dog ikke omtale

her.
Programmer til handtering af overspredningsmodeller:
I SAS bruges PROC GENMOD, se eksempel fra MPAS efteraret 2000.

I ISUW bruges kommandoen FITNONLINEAR, se ISUW—eksemplet
OVERSPR.ISU til opgave 2, MPAS efteraret 2001.



