Side 9 seetningen:

Kolmogorov’s konsistensaetning
Tue Tjur, Institut for Matematisk Statistik

Advarsel: 1 denne artikel gives udtryk for holdninger til sandsynligheds-
regningens grundlag. Disse er forfatterens egne ssere meninger, og re-
praesenterer f.eks. ikke et generelt dansk eller kgbenhavnsk fseenomen.

Kolmogorov’s konsistenssatning er — uanset hvad Peter Thejlls figurer
mener om den sag — det grundleeggende redskab til konstruktion af
sandsynlighedsfordelinger pa uendeligt dimensionale rum.

EKSEMPEL. Alle kender vel den pastand, at hvis man kaster en mgnt
mange gange vil den relative hyppighed af “plat” ligge neer ved %
Spekulerer man lidt ngjere over den, vil man se at den kan tillegges
i hvert fald tre fortolkninger:

(1) Som en ren naturlov, dvs. en egenskab ved mgnter og mentkastere
der hverken kan bevises eller modbevises matematisk, men som (maske)
kan eftervises eksperimentelt. Det vil vi ikke diskutere yderligere her.

(2) Som en egenskab ved den matematiske model til beskrivelse af et
antal kast med en mgnt: Lad X1, Xo,..., X, veere uafhsengige stokasti-
ske variable som antager vaerdierne 0 og 1 med sandsynlighed % For
ethvert € > 0 gaelder da

X e+ X, 1
P<‘1+ + —2‘<6>—>1

n

for n — oo. Dette er et velkendt specialtilfzelde af de store tals lov.

(3) Som en egenskab ved en matematisk model, der beskriver en uendelig
serie af mgntkast: Lad X, X, ... veere uathsengige stokastiske variable,
som antager veerdierne 0 og 1 med sandsynlighed % Da geelder

P<X1+---+Xn_)1>:1.
n 2

Dette fglger af den sakaldte sterke form af de store tals lov.

Man skal holde hovedet koldt for at fatte forskellen mellem (2) og (3).
Men ggr man det, vil man se at der er stor forskel. (2) er et resultat, som
kan formuleres og bevises indenfor rammerne af elementeer sandsynlig-
hedsregning. (3) er derimod et udsagn om en sandsynlighedsfordeling
pa rummet {0,1}N af 0-1-fglger, og det er her Kolmogorov’s konsis-
tensszetning kommer ind i billedet. I dette simple tilfeelde kan man
ganske vist snyde sig fra brugen af denne sstning, ved at teenke pa
X1, Xs,... som fglgen af cifre i dualbrgkfremstillingen af et ligefordelt
tal i enhedsintervallet. Men det resultat, som i almindelighed ma anven-
des til konstruktion af stokastiske processer med endeligt tilstandsrum og
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diskret (d.v.s. numerabel) tidsskala er fplgende variant af Kolmogorov’s
konsistenssaetning:

SETNING 1. Lad E vere en endelig, T en numerabel mengde (tenk
pa E = {0,1},T = N). Lad der for hver endelig delmengde Ty af T
veere givet en sandsynlighedsfordeling Pr, pd den endelige mangde ET0,
og antag at disse sandsynlighedsfordelinger udgor en konsistent familie,
i den forstand at de optreder som marginalfordelinger for hinanden pa
naturlig made; d.v.s. for Tj C Ty er Pr; netop den fordeling, der fas
ved transformation af Pr, med den naturlige projektion ET0 — ETo.
Da findes et entydigt sandsynlighedsmdl P pa ET, der som sine endeligt
dimensionale marginalfordelinger netop har de givne fordelinger Pr,.

Seetningen forudsaetter naturligvis en raekke definitioner og praecisering-
er, af hvilke den vigtigste er definitionen af, hvad vi forstar ved en sand-
synlighedsfordeling p4 folgerummet ET. Der findes flere fornuftige bud
pa en sadan definition, og da de i dette tilfeelde er stort set sekviva-
lente, kan vi passende valge den, som er i overensstemmelse med Kol-
mogorov’s aksiomatisering af sandsynlighedsregningen og den overve-
jende del af litteraturen: En sandsynlighedsfordeling pa E” er en addi-
tiv (P(AUB) = P(A)+ P(B) for AN B = (), o-kontinuert (P(A,) — 0
for A,, aftagende mod )) og normeret (P(ET) = 1) maengdefunktion pa
cylinder—o—algebraen ( = det mindste system af meengder som er lukket
overfor numerable maengdeoperationer og indeholder de meengder, som
er bestemt ved betingelser pa endeligt mange koordinater).

Indenfor o—algebraerne og de o—additive maengdefunktioners univers lig-
ger det nu lige for at formulere folgende generalisering:

“SETNING” 2. Lad (Ei, A:), t € T, vere en familie af “malelige rum”,
d.v.s. meengder Ey forsynet med o—algebraer A;. Lad der for hver endelig
delmengde Ty af T veere givet en sandsynlighedsfordeling Pr, pa rummet
[licr, Et, defineret pa den o—algebra (produkt-o—algebraen) der natur-
ligt frembringes af de givne o—algebraer A;. Antag at disse sandsynlig-
hedsfordelinger udgor en konsistent familie, juf. setning 1. Da findes
et entydigt sandsynlighedsmal P pa [[,cr s, defineret pd cylinder-o—
algebraen, der som sine endeligt dimensionale marginalfordelinger netop
har de oprindelige fordelinger Pr,.

Denne satning, som man mere hgjtidelig kunne kalde “ssetningen om
eksistens af projektive graenser i kategorien af abstrakte sandsynligheds-
felter” har frem for alt den egenskab, at den er forkert. Den geelder ikke
engang nar 1" er numerabel. Man kan, med lidt god vilje, sige at den kun
geelder under “passende regularitetsbetingelser” (f.eks. nar rummene E;
er endelige, jvf. seetning 1, eller for E; = R). Med lidt ond vilje kan man
sige, at nar denne fundamentale sztning ikke geelder, sa er der noget helt
galt med definitionen af en sandsynlighedsfordeling som et abstrakt mal
( d.v.s. en o—additiv maengdefunktion pa en o—algebra).
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Det sidste synspunkt er jo lidt ukonstruktivt, med mindre man kan
komme med en bedre idé. Det kan man faktisk. Betragt folgende smukke
(og rigtige) resultat:

SETNING 3. Lad Ey, t € T, vere kompakte topologiske rum (T en
vilkarlig mengde). Lad C betegne vektorrummet af kontinuerte reelle
funktioner pa produktrummet [[,.p E; (som ifolge Tychonov’s setning
igen er et kompakt topologisk rum). Lad Cy betegne underrummet af C
bestaende af de funktioner, der kun afhenger af endeligt mange variable,
0g lad po: Co — R veere en lineer afbildning som er ikke-negativ (f >
0 = wuo(f) >0) og normeret (uo(1) = 1). Da kan uo pa entydig made
udvides til en ikke—negativ, normeret lineer afbildning p: C — R.
Dette er min yndlingssatning, forst og fremmest fordi den kan opfat-
tes som resultatet bag samtlige eksisterende versioner af Kolmogorov’s
konsistensszetning. Ligheden med seetning 1 og 2 er maske ikke slaende,
men sammenhgngen er nu ikke sveer at forsta. Definer et Radon mal pa
et kompakt topologisk rum E som en linezer, ikke-—negativ funktional pa
rummet C af kontinuerte funktioner f: E — R. En sadan funktional kan
pa naturlig made (ved anvendelse af en passende integrationsteori) ud-
vides til en funktional pa et betydeligt stgrre rum af reelle funktioner pa
E. Dette funktionsrum indeholder bl.a. indikatorfunktioner for en stor
klasse af delmezengder af F, og herved far man til Radon malet knyt-
tet en additiv meengdefunktion A — u(A) (= wu(la)) pa et system af
delmengder, som bl.a. omfatter Borel-maengderne (d.v.s. maengderne
i Borel-o—algebraen, den mindste o—algebra som indeholder alle abne
maengder). Denne maengdefunktion viser sig at have den saerlige egen-
skab, at den er requler, d.v.s. u(A) = supg p(K), hvor supremum tages
over de kompakte delmeengder K af A. Omvendt geelder (i store traek),
at en additiv, regulaer meengdefunktion svarer til et Radon mal pa denne
made. Hvis man, under anvendelse af denne sammenhang, oversatter
saetning 3 til et resultat om maengdefunktioner, far man en version af
Kolmogorov’s konsistenssaetning, hvor rummene E; er kompakte topo-
logiske rum og de givne sandsynlighedsmal Pr, og det resulterende P er
additive, reguleere maengdefunktioner.

Som grundlag for teorien for stokastiske processer er dette resultat langt
mere effektivt end de forskellige varianter af seetning 2. Det haenger
bl.a. sammen med, at Borel-o—algebraen i tilfselde af kontinuert tid
(f.eks. T = R) er meget storre end cylinder—-o—algebraen. Heendelser
som “X; = 0 for alle ¢ eller “udfaldsfunktionen ¢t — X; er kontinu-
ert” vil f.eks. ikke vaere indeholdt i cylinder—o—algebraen, hvilket har
givet anledning til mange sngrklede og helt ungdvendige konstruktioner
i teorien for stokastiske processer. Det er naturligvis en begraensning, at
seetning 3 kun handler om kompakte tilstandsrum FE}, men det viser sig
at vaere et mindre problem (som kan lgses ved kompaktificering).

Historiske bemarkninger. Man kan undre sig over, at sandsynligheds-
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regningens hovedstrgm den dag idag hovedsageligt baseres pa abstrakt
malteori. Kun i greenseomradet mellem sandsynlighedsregning og funk-
tionalanalyse ser man en effektiv udnyttelse af teorien for Radon mal.
Forklaringen er ikke kun den enkle, at sandsynlighedsteoretikere er nogle
klamphuggere, som bliver svimle hvis de ser noget som er mere abstrakt
end et metrisk rum. Indenfor sandsynlighedsregningen finder man ret
skrappe matematikere, som arbejder med ting der er betydeligt mere
indviklede end den forholdsvis kanoniske teori for Radon mal.

Historisk kan malteorien siges at begynde med H. Lebesgues prezecise-
ring og generalisering af det klassiske integralbegreb (1902 og 1904).
Da Lebesgues teori af blandt andre M. Frechét (1915) blev generalise-
ret til en teori for mal pa “abstrakte meengder” faldt det naturligt at
basere maleligheds— og integrationsbegreberne pa oc—kontinuiteten, som
Lebesgue lagde stor veegt pa. Ganske vist kan vi nu — med den bagklog-
skab det giver at veere 80 ar for sent ude — let se, at Lebesgue’s bevis for
o—kontinuiteten blot var et specialtilfzelde af det argument, som viser at
en reguleer, additiv meengdefunktion er o—kontinuert. Regularitet kom-
mer altsa i virkeligheden for o—kontinuitet, og er derfor maske et mere
naturligt udgangspunkt for en generalisering. Men de centrale kompakt-
hedsargumenter er ikke lette at fa gje pa i Lebesgues originale arbejder,
hvor alting formuleres ved hjelp af folger. Den generelle topologi var
ikke formuleret endnu, og behovet for en mere dybtgaende analyse af
problemet har vel heller ikke vaeret til stede, eftersom begreberne “o—
algebra” og “o—kontinuitet” syntes at give en fuldsteendig generalisering
af Lebesgues resultater. Det er fgrst nar man begynder at danne pro-
jektive graenser, det gar galt.

Det matte A. N. Kolmogorov erkende, da han i sin bergmte monografi
(1933) om sandsynlighedsregningens grundlag matte indskreenke sig til
at bevise konsistenssaetningen (som her blev klart formuleret for fgrste
gang) i tilfseldet Fy = R. Det har uden tvivl generet ham, for hans
bestrabelser gik jo netop ud pa at samle diskrete, kontinuerte og uen-
deligt dimensionale sandsynlighedsmodeller under den felles hat “ab-
strakt malteori”. Men hans bevis for konsistensssetningen indeholder
et helt ngdvendigt topologisk argument, som ikke kan overfgres til det
“abstrakte” tilfaelde.

Her kommer vi til et veesentligt dansk bidrag. Det var Erik Sparre
Andersen og Bgrge Jessen, der i 1948 ved et modeksempel beviste, at
seetning 2 ikke er generelt gyldig. Det kom desveerre lidt for sent til at
fa konsekvenser for sandsynlighedsteoretikeres holdning til grundlaget.
Et meget vaegtigt bidrag til udviklingen er J. L. Doob’s bog fra 1953,
der helt igennem (d.v.s. sa vidt muligt) er baseret pa abstrakt malteori.
Processer med kontinuert tid er her, ifglge sagens natur, behandlet med
lodder og trisser samt et useedvanligt reedselsfuldt begreb “separabilitet”,
hvis eneste eksistensberettigelse er valget af den abstrakte malteori som
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basis for sandsynlighedsregningen. Senere har udviklingen bevaeget sig
i retning af en mere topologisk indfaldsvinkel, idet Yu. V. Prohorov
(1956) og senere P. Billingsley (1968) redegjorde for, hvorledes man i
en lang raekke situationer kan begraense sig til abstrakte mal pa Borel-
o—algebraer i fuldsteendigt metriserbare funktionsrum med numerabel
basis for topologien. Pa sadanne rum er alle abstrakte mal reguleere, sa
man far mulighed for at udnytte fordelene ved Radon mal; uden dog at
sige det eksplicit, og uden direkte reference til den generelle konsistens-
seetning (ssetning 3).

Man kan saledes sige, at Radon malenes teori kom for sent. En syste-
matisk fremstilling af mal- og integrationsteorien baseret pa Radon mal
blev givet af franske matematikere under pseudonymet Bourbaki i 1952.
Fgr da er bidragene spredte. Grundlaget er F. Riesz’s repraesentations-
seetning (1909), der i tilfseldet £ = [0, 1] gav fremstillingen af en lineser
funktional pa C ved et “Stieltjes—integral” (d.v.s. et integral m.h.t. en
fordelingsfunktion). Dette resultat for funktioner pa enhedsintervallet
blev af J. Radon (1913) generaliseret til tilfseldet hvor E er en vilkarlig
kompakt delmezengde af R™. Herfra stammer begrebet regularitet, og
betegnelsen “Radon mal” skyldes naturligvis denne artikel. Den funda-
mentale seetning 3 blev vist af P. J. Daniell i 1920 (for E; = [0,1] og
T = N, men beviset deekker i alt vaesentligt ogsa det generelle tilfeelde).
Men hverken Daniell eller Kolmogorov synes at have sat dette resultat i
forbindelse med sandsynlighedsregningen.

11957 — altsa nogle ar efter Doob’s systematisering af teorien for stoka-
stiske processer og Bourbaki’s fremstilling af integrationsteorien baseret
pa Radon mal — redegjorde E. Nelson for, hvorledes teorien for stoka-
stiske processer med kontinuert tid kan simplificeres betydeligt ved brug
af Radon mal. Senere bind af Bourbaki har gjort opmerksom pa det
samme. Men disse arbejder har indtil videre ikke sat sig synlige spor i
den egentlige sandsynlighedsregningslitteratur, og det samme gaelder mit
eget beskedne bidrag fra 1980. Selv franske sandsynlighedsteoretikere,
som ellers ikke gar af vejen for at introducere lidt matematik, nar der er
brug for det, er utilbgjlige til at tage skridtet fuldt ud og afskrive den
abstrakte malteori. Man kan undertiden fa det indtryk, at det skyldes
erbgdighed for gamle keemper som Kolmogorov og Doob. Som om deres
autoritet var af den slags, man kan komme til at gdelaegge ved en fejl-
tagelse!

Litteratur. 1 stedet for den meget lange litteraturliste, som egentlig
burde fplge her, vil jeg beskedent ngjes med at give en reference til
mig selv. Heri kan man finde praecise henvisninger til alle de bgger og
artikler, som er omtalt:

Tjur, T. (1980). Probability Based on Radon Measures. Wiley.
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