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Mysteriet om de tre dgre

Forhistorien. Forestil dig, at du er blevet udpeget til at deltage i et
TV-show. Ud over at ggre dig kendt — og dermed sikre dig en tilveerelse
hvor du kan leve af at deltage i mediebegivenheder sammen med andre
kendte — giver dette dig chancen for med det samme at vinde en million.
Showet gar nemlig ud pa fglgende:

Studieveerten viser dig og seerne tre dere, nummereret 1, 2 og 3 fra
venstre. Han forteeller, at der bag en af dgrene star en szk med en
million kr. Bag de andre dgre er der ingenting. Hvis du kan udpege
den rigtige dgr er pengene dine. Studievarten siger, at han selv ved
hvor pengene er, men fgr udsendelsen blev pengesaekken placeret helt
tilfeldigt med sandsynlighed 1/3 for hver af de tre dgre. Skrasikkert
veelger du dgr nr. 1. Da du har leert sandsynlighedsregning ved du jo, at
det er fuldstaendigt ligegyldigt hvilken du veelger, sandsynligheden for
veelge rigtigt er under alle omstaendigheder 1/3.

Men lige da du skal til at abne den, siger studievaerten “et gjeblik —
prov at se her”. Han abner dgr nr. 3, og viser dig, at der ikke er noget
bag den. “Er du sikker pa, at du vil veelge dgr nr. 1?7 Du ma gerne valge
om” siger han. Totalt forvirret af denne uventede drejning, tilskuernes
bifald, den larmende hornmusik og de mange kulgrte lamper, star du
(uheldigvis med aben mund) og overvejer hvad du skal ggre, og om du
overhovedet har lyst til at blive kendt.

Her er to forslag til, hvordan du kan raesonnere, hvis det bliver aktuelt.

Rasonnement nr. 1. Huvis jeg bare ignorer alt hvad studieverten finder
pa af underlige spidsfindigheder, og holder fast © mit oprindelige valg, er
der jo stadig sandsynlighed 1/3 for at fa pengene. Men sa ma der jo
vere sandsynlighed 2/3 for ikke at fa dem. Det vil sige, at de med
sandsynlighed 2/3 er bag dor 2 eller 3 — og det vil jo nu sige dor 2 ...
“Jeg skifter til dgr nummer 27 raber du begejstret.

Dette reesonnement er helt korrekt. Men det er vigtigt at ggre opmaerk-
som pa, at de sandsynligheder der tales om her er ubetingede sandsyn-
ligheder. Du ggr ikke noget forsgg pa at udregne en betinget fordeling
af pengenes placering, givet den yderligere information studievaerten har
givet dig. Selv om du selviglgelig pa anden made benytter din viden om,
at dgr nr. 3 ikke er den rigtige.

Raesonnement nr. 2. Lad X € {1,2,3} betegne nummeret pa den
rigtige dor. X er jo sa, som udgangspunkt, ligefordelt pa maengden
{1,2,3}. Det du har faet at vide af studieverten er, at X # 3, eller
at X € {1,2}. Den betingede fordeling of X, givet X € {1,2}, er lige-
fordelingen pa {1,2}. Sa dor 1 og 2 har begge sandsynlighed 1/2 for at



veere den rigtige. Der er altsa ingen grund til at skifte. “Jeg holder fast
1 dgr nummer 17, svarer du.

Dette argument er forkert, eller kraever i hvert fald nogle yderligere
antagelser (se model 2 nedenfor). Det du har faet at vide er nemlig
ikke kun, at X € {1,2}, men ogsa at studieverten under de givne
omstendigheder velger at fortelle dig det. Du kan ikke vide, under
hvilke omstaendigheder han vealger det, og den betingede fordeling af X,
givet studieveertens oplysninger, afhaenger i hgj grad af dette. Her er
nogle eksempler pa totale modeller, som ogsa beskriver studievartens
opforsel, og hvilke resultater der kommer ud af dem. I det fglgende gar
vi stadigvaek ud fra, at du starter med at veelge dgr nummer 1.

Model 1. Studieverten gor kun som beskrevet i indledningen, huvis
pengene er bag ved dgr nummer 1. Hvis de er bag dor nummer 2 eller 3
siger han bare “Ja, du har valgt dor nr. 1. Versagod at lukke den op!”

Hvis det er pa den made han opfgrer sig — og hvis du ved det pa forhand
— vil det jo vaere en meget darlig plan at skifte dor efter at han har abnet
dor nr. 3. Den betingede fordeling af X, givet studievaertens reaktion,
kan beskrives saledes: Hvis han abner dgr 3 er pengene helt sikkert bag
dor 1. Hvis han bare siger at du gerne ma lukke op, er X ligefordelt pa
{2,3}. Om du kan fa lov at veelge om i dette tilfzelde siger historien ikke
noget om.

Her er det maske lidt snyd at forestille sig, at studievaerten ggr noget
der er fundamentalt anderledes end det han gjorde i den indledende
forteelling. Sa lad os i stedet se pa

Model 2. Studieverten lukker altid en dor op og viser at der ikke er
noget bagved. Hwvis pengene er bag dor nummer 1 eller 2 abner han dor
3. Huvis de er bag dor 3 abner han dor 2.

Hvis studieveerten folger denne strategi — og du ved at han ggr det —
har du ret gode chancer for at vinde. Hvis han abner dgr 3 er det du
har faet at vide praecis at X € {1,2}, sa “Raesonnement nr. 2” ovenfor
er faktisk gyldigt. Hvis han abner nummer 2 er der bare bingo, for sa
ved du at pengene er bag ved dgr nummer 3.

Folgende model er maske den mest naturlige, fordi den ligestiller dgr 2
og 3:

Model 3. Studieverten lukker altid en dor op. Han abner aldrig den du
har valgt (som vi har antaget er nr. 1), og heller ikke den hvor pengene
er. Hvis han har to dgre at velge imellem (dvs. hvis X = 1, sa han kan
veelge mellem nr. 2 og nr. 3) velger han tilfeldigt, f.eks. ved (skjult) at
kaste en mont.

Lad Y € {2,3} betegne nummeret pa den dgr som studievaerten abner.
For at fa et overblik kunne man lave en 3 x 2 tabel, der viser sandsyn-
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lighedsfunktionen for (X,Y’). Vi ngjes med her at bemeerke at

P(X=1ogY =3)
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Eftersom vi abenbart har

P(X=3lY=3)=0

ma der saledes galde

P(X =2]Y =3) =2/3.

Det vil sige at den betingede sandsynlighed for at pengene er bag ved dgr
nummer 2, givet at studievaerten abner dor 3, er 2/3. Sa denne model

giver pa en made samme facit som “Raesonnement nr. 17, men denne
gang i form af betingede sandsynligheder, givet studieveertens reaktion.

Tilfgjelse. Hvis du stadig er i tvivl, og mener at der trods alt er et eller
andet rigtigt ved reesonnement nr. 2, sa forestil dig folgende situation.
Historien er den samme, der er bare 100 dgre i stedet for tre. Stadig ved
du, at pengene er placeret tilfaeldigt (ligefordelt) bag en af dgrene. Da
du har leert sandsynlighedsregning ved du, at det er lige meget hvilken
dor du velger, sa du vaelger nummer 1. Lige da du skal til at abne
den, siger studievaerten “vent lige lidt” og abner 98 andre dgre og viser
dig at der ikke er noget bagved dem. Kun nummer 1 og nummer 83 er
stadig lukkede. Da du har leert sandsynlighedsregning ved du, at hver af
disse dgre har sandsynlighed 1/2 for at veere den rigtige. Sa du veelger
nummer 1, for at slippe for at ga sa langt med en tung sak.



