Kapitel 2

BETINGEDE FORDELINGER OG UAFHANGIGHED

2.1. Betinget sandsynlighed.

Lad P vere en sandsynlighedsfordeling pa E, og lad A,B C E vere
haendelser. Antag at P(A) > 0.

DEFINITION. Ved den betingede sandsynlighed for B, givet A, forstas

storrelsen (4 )
P(ANB

Fortolkningen af en betinget sandsynlighed er, at P(B|A) er sandsyn-
ligheden for, at haendelsen B vil indtraeffe, nar man ved — eller antager,
eller betinger med — at A vil indtraeffe.

EKSEMPEL 2.1.1. Hvad er den betingede sandsynlighed for at fa mindst
11 gjne i et slag med to terninger, givet at de to terninger viser det
samme? Svaret er naturligvis 1/6, fordi de seks mulige udfald (1,1),
(2,2), ..., (6,6) i den hzendelse, vi betinger med, er lige sandsynlige,
og netop ét af dem giver en sum > 11. Udregning efter ovenstaende
definition giver ogsa dette resultat:

PX1+Xe>11| Xy =X,) =

P(X; = X») ©6/36 6
Betingede sandsynligheder kan ogsa tilleegges en frekvensfortolkning. Et
forsgg, der gar ud pa at sla et slag med to terninger under den betingelse,
at de to terninger skal vise det samme, kan man helt konkret udfsre ved
at sla om, indtil terningerne viser det samme. Den relative hyppighed
af heendelsen {X; + X2 > 11} i en lang rackke af sadanne forspg bliver
en brgk, hvor naevneren er antallet af slag med X; = X5 og telleren
er antallet af slag blandt disse, der giver X; + X5 > 11. Eller, med en
letforstaelig (lidt sjusket) notation: Den betingede relative hyppighed af
haendelsen { X7 + X5 > 11}, givet {X; = X5}, er
#{X1+ Xo > 11 0og X1 = X»}
#{X1 = Xo}

Hvis vi her 1 teeller og naevner dividerer med det samlede antal slag N
(altsa inklusive de “mislykkede”) fas en brgk, hvor bade taeller og naevner
er sedvanlige relative hyppigheder. Hvis vi erstatter disse hyppigheder
med de tilsvarende sandsynligheder (svarende til at lade N — oo) far vi
netop den betingede sandsynlighed, som defineret ovenfor. T denne for-
stand passer definitionen af betinget sandsynlighed med den saedvanlige
frekvensfortolkning.
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Betinget fordeling 2.2

OPGAVE 2.1.1. Fglgende spgrgsmal refererer til et slag med to terninger.
Vi anvender notation som i eksempel 1.4.1.

(a) Hvad er den betingede sandsynlighed for at fa sum 12, givet at
summen er mindst 117

(b) Hvad er sandsynligheden for at terningerne viser det samme, givet
at summen er 77

(c) Udregn P(X; = 3| X2 =5).
(d) Udregn P(Z1 =2 | Z3 < 6).

OpcAvE 2.1.2. Lad X € {1,2,...,8} folge den i opgave 1.4.1 angivne
fordeling P, og szt Y = t(X) € {1,2,3,4}. Udregn

(a) P(X=1|Y =1).

(b) P(X <4|Y < 3).

OPGAVE 2.1.3. En mgnt kastes 10 gange.

(a) Hvad er sandsynligheden for at fa “krone” den tiende gang, givet at
de ni fgrste kast giver “plat”?

(b) Hvad er sandsynligheden for at fa “krone” den tiende gang, givet at
netop ni af de ti kast giver “plat”?

OpPGAVE 2.1.4. T eksemplet med de 25 bgrn og deres fodselsdage (jvf.
§1.1 og §1.2), hvad er sandsynligheden for, at der ikke er to bgrn med
samme fgdselsdag, givet at ingen af bgrnene er fodt i januar?

2.2. Betinget fordeling.

SAETNING 2.2.1. Lad P vere en sandsynlighedsfordeling pa E, og lad A
veere en hendelse med P(A) > 0. Afbildningen

P(-|A): D(E) = R

givet ved P(B|A) = ngaj)g) er da igen en sandsynlighedsfordeling. Den

tilsvarende sandsynlighedsfunktion er givet ved

p(x)/P(A) forz e A

0 ellers.

plalt) = {
BEevis. Det er klart at P(B|A) > 0, og at P(FE|A) = 1. For disjunkte
B,C C E geelder (idet AN B og ANC jo ogsa er disjunkte)

P(BUC |4y~ PANBUC) _ P(ANB)UANC))

P(A) P(A)
P(ANB)+P(ANC)
— 504 = P(B| A) + P(C| A).



Betinget fordeling 2.2

Hermed har vi vist, at P(-|A) er en sandsynlighedsfordeling. Den tilsva-
rende sandsynlighedsfunktion bliver

pla | )= P((a} | 4) = TG,

hvilket let omskrives til seetningens sidste pastand.

Hvis X er en stokastisk variabel med fordeling P kaldes den saledes
definerede fordeling P(- | A) den betingede fordeling af X, givet X € A.

EKSEMPEL 2.2.1. Den betingede fordeling af udfaldet af et slag med to
terninger, givet at de to terninger viser det samme, har punktsandsyn-
lighederne

1/6 for z; = xo

, Xi=Xo) =
plre, 2 | X 2) { 0 ellers

Bemaerk, at denne fordeling naturligt kan fortolkes som ligefordelingen
pa den delmaengde af udfaldsrummet vi betinger med, bortset fra at den
altsa er “udvidet” til en fordeling pa det (stgrre) oprindelige udfaldsrum,
ved at punktsandsynlighederne er sat til 0 uden for den betingende haen-
delse. Generelt geelder abenbart (med dette forbehold), at betingning
i en ligefordeling forer til ligefordelingen pa den mangde, der betinges
med.

Betinget fordeling af afledt variabel. Hvis Y = ¢(X) er en stokastisk
variabel, der er fremkommet ved transformation med ¢: £ — F, har
det umiddelbart mening at tale om den betingede fordeling af Y, givet
X € A. Denne fordeling, som til B C F' tilordner sandsynligheden

P(ANt=(B))
P(A)

P(YeB|X e A) =P (t1(B)A) =

fremkommer ved transformation af den betingede fordeling P(-|A) med
t (jvf. seetning 1.4.1)

EKSEMPEL 2.2.2. T tilfeeldet med de to terninger kan vi se pa Y =
X1+ X2 €{2,3,...,12}. Den betingede fordeling af Y, givet X; = X5,
far abenbart punktsandsynlighederne

1/6  for y lige

P(Y:y|X1:X2):{O for y ulige

OPGAVE 2.2.1. Vi betragter igen et slag med to terninger, med notation
som i eksempel 1.4.1.

(a) Hvad er den betingede fordeling af X, givet Y = 77
(b) Hvad er den betingede fordeling af Z;, givet Y = 77
(c) Hvad er den betingede fordeling af Zs, givet X; = 37

(d) Hvad er den betingede fordeling af Y, givet Y > 47 Tegn sandsyn-
lighedsfunktionen og sammenlign med tegningen i eksempel 1.2.1.
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Nogle regneregler for betingede sandsynligheder 2.3

OPGAVE 2.2.2. En mgnt kastes 10 gange. Som udfaldsrum tager vi
{0,1}19 med “plat” og “krone” kodet som henholdsvis 0 og 1. Den
stokastiske variable betegnes (X1, ..., X1p).

(a) Hvad er den betingede fordeling af Xy, givet X1 +--- 4+ X190 =77

(b) Hvad er den betingede fordeling af X +--- + Xy, givet X5 = Xg =
X =Xg=X9g=X1p=07

2.3. Nogle regneregler for betingede sandsynligheder.

I nogle situationer er visse betingede sandsynligheder givet ved prob-
lemstillingen, og man ma sa finde de ubetingede sandsynligheder ved at
“regne baglaens”. Resultaterne i denne paragraf kan blandt andet bruges
til dette. Vi underforstar i det fglgende, at et sandsynlighedsmal P pa
FE er givet.

SETNING 2.3.1 (kedereglen). Lad Ay, ..., A, vere hendelser, saledes
at P(AyN---NA,_1) >0. Da er

P(A NN Ayp)
= P(A))P(As | A))P(A3 | Ay N As) .. .P(An | AL0 -0 Ap_y)

BEvis. Omskriv samtlige faktorer pa hgjre side efter definitionen af
betinget sandsynlighed. Herved bliver hgjre side til et produkt af broker,
hvor hver taeller (bortset fra den sidste) forkorter ud mod naeste breks
naevner.

EKSEMPEL 2.3.1. Betragt situationen med de 25 bgrns fodselsdage,
altsda E = {1,...,365}2°, P = ligefordelingen. Lad Aj; betegne den
haendelse, at det k’te barns fedselsdag er forskellig fra de k—1 foregaende,
altsa

Ap ={ Xk # X1, Xk # Xo, ..., X # Xg—1}-

Sa er Ay N Az N ---N Ass netop den haendelse, at de 25 bgrn har 25
forskellige fgdselsdage. Ifglge saetningen kan vi udregne dens sandsyn-
lighed som produktet af P(As) og de 23 betingede sandsynligheder

P(Ag | AaN---NAg_q), k=3,4,...,25.

I “lodtreekningsfortolkningen” (se §1.2) er dette sandsynligheden for,
at den kugle, som barn nr. £k traekker fra sin kasse, har et nummer
forskelligt fra de £ — 1 numre, der allerede er brugt. Denne betingede

sandsynlighed er naturligvis %U;_I), idet netop 365 — (k — 1) af de

365 mulige numre giver det gnskede resultat. Altsa er

364 363 3 4313,

P(AzﬂﬂA%):%X%X 365

16



Nogle regneregler for betingede sandsynligheder 2.3

Ved denne udregning har vi underforstaet, at fordelingen af barn nr.
k’s fodselsdag, nar de forste k — 1 fgdselsdage er givne, er lig med
den ubetingede fordeling af barnets fodselsdag (nemlig ligefordelingen
pa {1,2,...,365} ). Dette er faktisk en antagelse om, at de 25 fodsels-
dage er stokastisk vafhaengige, men vi venter lidt endnu med den praecise
definition af dette begreb.

ExSEMPEL 2.3.2. Lad X betegne levealderen for en tilfeeldigt udvalgt
dansk dreng, fadt i 1964. Som udfaldsrum er det her naturligt at veelge
E =Ny, =1{0,1,2,...}. Men eftersom vi i gjeblikket arbejder under den
begraensning, at udfaldsrummet skal vaere endeligt, bor vi egentlig veaelge
E =1{0,1,2,..., N} for et passende stort tal N, der sa ma fortolkes som
en gvre graense for levealderen. I praksis kan det vaere ligegyldigt, fordi
N kan vaelges vilkarligt stor (f.eks. N = 120, eller tusind milliarder). Vi
skal senere se, at man udmaerket kan tale om sandsynlighedsfordelinger
pa udfaldsrum, som ikke er endelige, og de fglgende betragtninger er
gyldige uanset om vi vaelger E = {0,1,2,..., N}, eller vaelger E = Ny
med reference til definitioner og resultater som vil komme senere.

Den i §1.1 omtalte sandsynlighed for, at en mand, som fylder 20 i 1984,
vil opleve sin 50 ars fgdselsdag, kan (i den ramme vi nu betragter, hvor
ogsa muligheden for dgd for det 20. ar tages i betragtning) fortolkes som
den betingede sandsynlighed

P(X >500g X >20) P(X > 50)

P(X > 50|X > 20) = - .
(X = 501X 2 20) P(X > 20) P(X > 20)

Ved anvendelse af sztning 2.3.1 pa haendelserne A, = {X > k} fas
let (idet man bemaerker at E = Ay DO Ay D Ay D ..., séledes at
AoNA N---NA, = Ag),

P(X > 50| X > 20)
—P(X>21|X>20)P(X>22| X >21)...P(X >50| X >49).

Det er praecis disse betingede sandsynligheder af typen “sandsynligheden
for at blive x + 1 ar, givet at man er blevet z”, som vi i §1.1 antog
konstante og lig med de tilsvarende relative hyppigheder, observeret i
1984-85. En dgdelighedstavle (se Statistisk Arbog) er netop konstrueret
ved hjalp af denne succesive multiplikationsregel.

Det skulle fremga af de to eksempler, at saetning 2.3.1 isaer er anvendelig i
situationer, hvor man kan taenke pa udfaldet som et forlgb over tiden, og
den haendelse man er interesseret i kan beskrives som en faellesmaengde
af handelser, der vedrgrer hvert sit tidspunkt. Den fglgende satning
handler om en helt anden type af problemer. Den er nyttig i situationer,
der kan simplificeres ved “opdeling i tilfaelde”:

SAETNING 2.3.2. Lad Aq,As,..., A, vere parvis disjunkte hendelser
med positive sandsynligheder, saledes at Ay U AsU---UA,, = E. For en
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Nogle regneregler for betingede sandsynligheder 2.3

vilkarlig hendelse B gelder da
P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|Az2) + - - + P(An) P(B|Ap).

BEvis. Ved hjalp af definitionen af betinget sandsynlighed omskrives
hgjre side umiddelbart til

P(BNA;)+P(BNAy)+---+P(BNA,)

som (iflg. (3), §1.3) er lig med P(B).

EKSEMPEL 2.3.3. Pa et bord star to kasser. Den ene indeholder 50 rgde
og 50 hvide kugler. Den anden indeholder 20 rgde, 80 hvide og 50 sorte
kugler. Ved lodtraekning (f.eks. med en mgnt) vaelges en kasse, og en
kugle fra denne udtages tilfaeldigt. Hvad er sandsynligheden for at fa en
rod kugle? Som udfaldsrum kan vi tage E = {1,2} x {rod, hvid, sort}.
Den stokastiske variable betegnes (X, Y), med X = kassens nummer og
Y = kuglens farve. De sterrelser, vi kender, er P(X = 1) = P(X =
2) = % og punktsandsynlighederne i de betingede fordelinger af kuglens
farve, givet kassens nummer, som er

50 20
P(Y = X=1)=— P(Y = X=2)=—
50 80
PY=hvid| X =1) = — PY=hvid | X =2)= —
( vid | ) 100° ( vid | ) 150
PY t| X =1) 0 PY t] X =2) o0
= T = = — = T = = —
i 100" i 150
Af seetningen folger nu at
P(Y =rod)
=P X=1)PY =rod | X=1)+P(X=2)P(Y =10d | X = 2)
1 50 1 20 19
= _—X—+-XxX — = — = 31.67%.
2700 T2 150 60 %

Folgende “omvendingsformel” for betingede sandsynligheder kan ogsa
veere nyttig.

SETNING 2.3.3. For P(A) >0 og P(B) > 0 gelder
P(A|B) = ——P(B|A).

BEevis. Helt trivielt, ud fra definitionen af betinget sandsynlighed.

EKSEMPEL 2.3.4. Betragt igen situationen fra eksempel 2.3.3. Hvad er
den betingede sandsynlighed for, at kasse nr. 1 blev valgt, givet at kuglen
er rgd? For at kunne tilleegge dette spogrgsmal en konkret mening, ma
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Stokastisk uafhengighed 2.4

man forestille sig en situation, hvor kuglens farve kan observeres, uden
at man ved hvilken kasse, den stammer fra. Situationen kunne f.eks.
besta i, at en anden person udfgrer lodtrackningen, trackker kuglen og
viser den frem, uden at man far lejlighed til at se, hvilken kasse den blev
taget fra. Seetning 2.3.3 giver

P(X =1)
P(Y =rod)
/250 15

— 20 20 78.95%.
19/60 100 _ 19 %

P(X=1]Y =rpd) = P(Y =1pd | X = 1)

Dette eksempel illustrerer et vaesentligt aspekt af begrebet betinget for-
deling. Uden kendskab til forsggets udfald ville vi naturligvis sige, at
sandsynligheden for at kuglen kommer fra kasse nr. 1 er 1/2. Men
nar vi ser, at kuglen er rgd, sendres denne vurdering, fordi en rgd ku-
gle er et mere sandsynligt resultat af en udtagning fra kasse 1 end fra
kasse 2. Man kan sige, at kuglens farve indeholder information om,
hvilken kasse den kommer fra. En betinget sandsynlighed er en sand-
synlighed, der er udregnet under hensyn til den information, der ligger
i, at den betingende handelse er indtruffet. Denne fortolkning af betin-
gede sandsynligheder er afggrende for forstaelsen af begrebet stokastisk
uafhaengighed, som vi nu endelig kommer til.

OpGAVE 2.3.1. En mgnt kastes 10 gange. Med X € {1,2,...,11}
betegnes nummeret pa det fgrste kast, som giver “krone”, idet vi saetter
X = 11 hvis alle kast giver “plat”. Angiv fordelingen af X. (Vink:
Udregn forst sandsynlighederne for hzendelserne {X > n + 1}. Ud fra
disse beregner man let punktsandsynlighederne i fordelingen af X).

OPGAVE 2.3.2. En terning kastes indtil den viser seks, dog hgjst 100
gange. Hvad er fordelingen af antal kast?

OPGAVE 2.3.3. En kasse indeholder 10 rgde og 2 hvide kugler. Kugler
treekkes tilfeeldigt uden tilbagelsegning, indtil man far en hvid kugle.
Hvad er fordelingen af antallet af kugler, som er tilbage i kassen efter
dette?

OPGAVE 2.3.4. En mgnt kastes tre gange. Hver gang mgnten viser
“krone” kastes en terning. Hvad er sandsynligheden for at fa mindst
én sekser ved denne metode? (Vink: Lad A, (n = 0,1,2,3) vaere den
haendelse, at mgnten viser “krone” netop n gange. Benyt saetning 2.3.2).

2.4. Stokastisk uafhaengighed.

I det fglgende skal (X7, X2) betegne en stokastisk variabel pa et udfalds-
rum af formen E; X E5 med sandsynlighedsfordeling P. Typisk vil X,

19



Stokastisk uafhengighed 2.4

og Xs veere givet som funktioner af en “underliggende” variabel X pa
et andet udfaldsrum E, men det behgver vi ikke at teenke pa her.

I forbindelse med fordelinger pa produktrum benyttes folgende sprog-
brug. Fordelingen af X, altsa sandsynlighedsfordelingen P; pa E givet
ved Pi(Ay) = P(X; € Ay) = P(A; x Es), kaldes den marginale for-
deling af X;. Tilsvarende defineres den marginale fordeling P, af Xs.
Fordelingen af (X, X2) kaldes i denne sammenhang den simultane for-
deling at X1 og Xs. Sprogbrugen refererer naturligvis til en opstilling
af punktsandsynlighederne p(x1,z2) for P i en tosidet F; x Ey tabel,
hvor rakke- og sgjlesummerne sa bliver punktsandsynlighederne i de to
marginale fordelinger.

DEFINITION. X7 og X siges at veere stokastisk uafhengige, hvis det for
alle Ay C Fq, Ay C FE5, geelder at

P({Xl € Al} N {XQ € AQ}) = P(Xl € Al)P(XQ € AQ)

eller (uden anvendelse af notationskonventionerne i forbindelse med sto-
kastiske variable)

P(Al X Az) = Pl(Al)Pz(Az)

Betingelsen siger altsa, at det for hvilke som helst to haendelser, der ved-
rgrer henholdsvis X7 og X, skal gaelde, at sandsynligheden for, at begge
haendelser indtraeffer, kan beregnes som produktet af sandsynlighederne
for, at heendelserne hver for sig indtreeffer.

EKSEMPEL 2.4.1. Viser endnu en gang pa et slag med to terninger, altsa
E = E1 X EQ, E1 = E2 = {1, . .,6}, P = ligefordelingen pé E1 X EQ.
Her er X; og X5 abenbart stokastisk uathaengige, idet vi for vilkarlige
Al g E17A2 g Ez, har

_ AL X Ag|  [Aa] A
|E1 X Ea|  |Eq| |Eq|
= P(Xl € Al)P(XQ € AQ)

P(XleAlOgXQEAz):P(A1XA2)

Det geelder abenbart generelt, at hvis (X, Xs2) er ligefordelt pa en
mangde af formen Fy X Fs, sa er X; og X uathzengige (og de to
marginale fordelinger vil i gvrigt ogsa veere ligefordelinger).

Vi giver to andre karakteriseringer af begrebet uafhaengighed for to sto-
kastiske variable.

SETNING 2.4.1. Lad p: E1 X E5 — R betegne sandsynlighedsfunktionen
for fordelingen af (X1, X2), og lad p1: E1 — R og p2: F2 — R vere
sandsynlighedsfunktionerne for de marginale fordelinger af X1 og X,.
Da er X1 og Xo stokastisk uafhengige hvis og kun huvis der for alle
(x1,22) € By X Ey gelder

p(x1, x2) = p1(x1)p2(w2).
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BEvis. Hvis X7 og X5 er stokastisk uathaengige fglger det umiddelbart
af definitionen (med Ay = {z1}, A2 = {x2}) at p(z1, z2) = p1(z1)p2(x2).
Omvendt, hvis dette geelder for alle (z1,x2) fas for vilkarlige A; C Fj,
Ay C Eo,

P(A; x Ag) = Z p(x1,x2) = Z p1(z1)p2(22)

(ml,mQ)EAleQ (ml,mQ)EAleQ
= Z [ Z pl(xl)pz(ﬂfz)} = Z pl(xl)[ Z Pz(ﬁz)]
T1€EA; “x2€A2 r1EA ToEA>

= Z p1(z1)P2(Az) = Pi(A1) P2 (A2).
T1 €A1

Seetningen viser, at nar X; og X, er uathaengige kan den simultane
fordeling konstrueres ud fra de to marginale, simpelthen ved at man
ganger punktsandsynlighederne sammen. Det herved fremkomne sand-
synlighedsmal pa F; x Fs kaldes undertiden for produktet af P; og Ps,
og betegnes P; ® Ps.

SAETNING 2.4.2. X og X er stokastisk uafhengige hvis og kun hvis det
for ethvert par af hendelser A1 C E1 og Ay C Ey med P(X1 € A1) >0
geelder, at

P(X2 € A2|X1 € Al) = P(Xz € Az)

BEvis. Dette ses at veere en simpel omskrivning af definitionen af sto-
kastisk uafhaengighed, idet vi ved at skrive venstre side om efter defi-
nitionen af en betinget sandsynlighed og gange over med P(X; € Ay)
far

(*) P(Xl c A og XQEAQ):P(Xl GAl)P(XQEAQ).

Blot skal vi huske, at definitionen af uafthsengighed ogséa kraever (x) op-
fyldt for P(X; € A;) = 0, hvor saetningens betingelse ikke har mening,
fordi den betingede sandsynlighed ikke er defineret. Men det er klart,
at (%) altid vil veere opfyldt i dette tilfselde ogsa, da begge sider af lig-
hedstegnet giver 0.

I eksempel 2.3.4 sa vi, hvordan en betinget fordeling kan opfattes som
en fordeling, der er udregnet under hensyn til den information, der lig-
ger i den betingende haendelse. Saetningen ovenfor viser, at stokastisk
uafthaengighed af to variable kan fortolkes som den egenskab, at den
betingede fordeling af den anden, givet en vilkarlig betingelse pa den
forste, er lig med den oprindelige (ubetingede) fordeling af den anden.
Uafthaengighed betyder altsa, at uanset hvad vi far at vide om Xy, vil
dette ikke endre pa vore forventninger til Xs.

Som kriterium for uathaengighed kan seetningens betingelse svaekkes en
smule, idet det er nok at antage den opfyldt i tilfeeldet A = {z1}:
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Stokastisk uafhengighed 2.4

SETNING 2.4.3. En tilstrekkelig betingelse for uafhaengighed af X1 og
Xo er, at der for alle x1 € Fy saledes at P(X, = x1) > 0, og for alle
Ay C Ey geelder

P(Xy € Ay | X1 =121) = P(X3 € Ay),

dvs. den betingede fordeling af Xo, givet X1 = x1, er lig med den
marginale fordeling af Xs.
BEvis. Af sa@tningens betingelse folger umiddelbart, at relationen

p(z1,2) = p1(21)p2(x2)

vil vaere opfyldt for alle z; séledes at P(Xy = 1) > 0. Men for P(X; =
x1) = 0 er denne relation trivielt opfyldt. Det folger derfor af seetning
2.4.1, at X7 og X er stokastisk uathzengige.

I eksemplet vedrgrende et slag med to terninger kan vi nu — lidt mere
overbevisende end tidligere — begrunde valget af ligefordelingen som
den relevante sandsynlighedsmodel. Det er pa forhand klart, at de to
marginalfordelinger pa {1,...,6} skal vaere ligefordelinger. Dette er jo
naermest definitionen pa en terning, idet vi ellers ville tale om “skaeve”
eller “falske” terninger. Endvidere er det rimeligt at forudseette, at de
to terninger opfgrer sig stokastisk uafheengigt. Det modsatte ville jo
betyde, at en oplysning om den ene ternings antal gjne kunne sndre
pa vore forventninger til den anden. Argumentet er maske mere oplagt,
hvis man taenker pa to kast med én terning. Men det er vel klart, at
det ikke gor nogen forskel at terningerne kastes samtidigt. Vi er altsa
tvunget til at antage X7 og X ligefordelte og stokastisk uathaengige, og
heraf fglger umiddelbart (ved brug af sztning 2.4.1), at fordelingen af
(X1, X3) er ligefordelingen pa {1,...,6} x {1,...,6}.

I situationen med de to terningkast (og i tilsvarende situationer med flere
terningkast, mentkast, bornefgdselsdage osv.) optraeder den stokastiske
uathaengighed altsa naermest som en definitionsmeessig antagelse. Vi kan
sammenfatte vore antagelser i terningkasteksemplet i vendingen “Lad X,
og Xo veere stokastisk uafhaengige, ligefordelte pa {1,...,6}”, og dette
vil normalt veere at foretraekke frem for de tungere formuleringer vi
tidligere har benyttet (f.eks. i §1.4). En af de mest benyttede vendinger
i sandsynlighedsregningen er “Lad X4, ..., X,, veere uathaengige med for-
delinger givet ved ... 7, og i denne vending indgar stokastisk uafhsengig-
hed netop som en definitionsmaessig antagelse, der fastlaegger en simul-
tan fordeling pa simplest tzenkelige made ud fra givne marginale forde-
linger. Men stokastisk uathsengighed kan ogsa optraede som et faenomen,
der kan opdages og bevises. Det giver vi et eksempel pa nu.

EKSEMPEL 2.4.2. Idet vi stadig betragter situationen med de to tern-
ingkast, defineres

X1—|—X2 forX1+X2§6

S=((X1+X2—1)mod6)+1=
(% 2 ) m ) {X1+X2—6ellers
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(idet » mod m betegner resten ved division af n med m for n,m € N).
Denne variabel antager sine veerdier i {1,...,6}. For fastholdt X; er
det let at se, at nar Xo gennemlgber sine seks mulige vaerdier vil S
gore det samme. Heraf folger let, at afbildningen (Xi, X3) — (X3, 5)
fra {1,...,6} x {1,...,6} ind i sig selv er bijektiv, hvoraf igen fglger
at (X1,5) har samme fordeling som (X7, X2), nemlig ligefordelingen.
Specielt er X7 og S stokastisk uafhaengige.

For de tre variable X7, X5 og S galder abenbart, at hvilke som helst
to af dem er uafhangige. Da enhver af dem pa den anden side kan
skrives som funktion af de to andre, kan denne parvise uathaengighed
ikke pa nogen made fortolkes som uafhaengighed mellem dem alle tre
(sammenlign et kast med tre terninger). Sa vi far abenbart brug for en
definition mere:

DEFINITION. Lad (Xi,...,X,) veere en stokastisk variabel pa F; X
.- x F,. Visiger, at Xq,...,X,, er stokastisk uafheengige, hvis det for
vilkarlige A; C Fq,..., A, C F, gelder, at

P{Xie Ai}n---n{X,, € A,}) =P(X; € A)...P(X,, € A,).

Definitionen er helt analog til definitionen i begyndelsen af denne para-
graf (for n = 2).

SAETNING 2.4.4. Lad p betegne sandsynlighedsfunktionen for fordelingen
af (X1,...,X,), ogladpy, ..., p, betegne sandsynlighedsfunktionerne for
fordelingerne af X1,...,X,. Da er Xq,..., X, uafhengige hvis og kun
hvis det for alle (z1,...,x,) € E1 X --- X E,, gelder, at

p(x1,...,2n) =p1r(x1) ... pn(xy).

Beviset er analogt til beviset for saetning 2.4.1. Men opskrivningen af
det er ret besverlig, og overlades derfor til leeseren.

OPGAVE 2.4.1. Betragt de seks stokastiske variable Xy, Xo, Y, 71, Z,
og Z fra eksempel 1.4.1. Ggr rede for, at de eneste to blandt disse, som
er stokastisk uathaengige, er X; og Xo.

OPGAVE 2.4.2*%. Lad X1,..., X4 veere uathaengige. Vis at
(a) X1 og X2 er uafthengige.
(b) (X1, X2) og (X3, X4) er uafthengige.

Formuler det generelle resultat, som (a) og (b) er specialtilfaelde af.

OPGAVE 2.4.3*. Lad X; € FE; og X, € Fy veere uathaengige. For givne
atbildninger t1: £y — Fy og to: F5 — F5 betragter vi de afledte variable
Y1 = t1(Xy) og Yo = t2(X3). Vis at Y7 og V> er uathengige.
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OPGAVE 2.4.4. (karakterisering af uathsengighed ved hjelp af parvis
uafhaengighed). For stokastiske variable X; € Fy,...,X,, € E,, vis at
folgende betingelser er akvivalente:

(1) Xy,..., X, er uathaengige.

(2) De to variable (Xy,..., X%) og Xk er uathzengige for ethvert k =
1,...,n—1.

Benyt dette til (v.h.a. seetning 2.4.3) at give et kriterium for uafheen-
gighed af n variable, som har at ggre med de betingede fordelinger af
Xk+1, givet {Xl = T1ye.., Xk = CEk}

OPGAVE 2.4.5. Under hvilke betingelser geelder det at X og Y = ¢(X)
er uafhaengige?
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