Kapitel 3

FORDELINGER AF ANTAL

3.1. Lidt om kombinatorik.

I hvor mange forskellige raekkefglger kan de 52 kort i et almindeligt
kortspil laegges op, saledes at der aldrig ligger to af samme kulgr (klor
/ ruder / hjerter / spar) ved siden af hinanden? Hvor mange synligt
forskellige placeringer af 7 rgde og 20 hvide kugler i 5 kasser er mulige?
Det er eksempler pa sporgsmal, hvis lgsning hgrer ind under det felt
der kaldes kombinatorik. Generelt kan man sige, at kombinatorikken
(i hvert fald i den sneevre forstand, vi taler om den her) handler om
opteelling af kombinationsmuligheder. I denne paragraf skal vi diskutere
lgsningen af nogle meget simple kombinatoriske problemer, og indfgre
nogle betegnelser i relation hertil.

Fakultetsfunktionen. For n € No = {0,1,2,...} defineres
nl=1x2x3x---xXn

(udtales “n fakultet” eller, blandt venner, “n udrabstegn”). Man ser
at 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120. Definitionsmaessigt
saettes 0! = 1 (idet et tomt produkt altid bor ssettes til 1, ligesom en
tom sum saettes til 0). I kombinatorikken er n! antallet af raekkefglger,
hvori n forskellige objekter kan opskrives. For eksempel kan tallene fra
1 til 5 ordnes pa 120 forskellige mader, fordi vi for fgrste plads har 5
valgmuligheder, for anden plads derefter 4, osv. osv.

Nedadstigende faktoriel. For 0 < k < n defineres
n® =nxn—-1)x---x(n—k+1).

En storrelse af denne slags kaldes et nedadstigende faktoriel. Tallet n(),
ofte kaldet “n i k rund”, er altsa produkt af de £ pa hinanden falgende
heltal fra n og nedefter. Definitionsmaessigt saettes n(®) = 1 (ogsa for n =
0). Kombinatorisk kan denne stgrrelse fortolkes som antallet af ordnede
sat, bestaende af k indbyrdes forskellige elementer fra en maengde med
n elementer. Antallet af ordnede sat, bestaende af 25 forskellige tal fra
{1,...,365}, er for eksempel 365(2%), jvf. eksempel 1.3.1. Bemzerk at der
geelder
n(™ = p!
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Lidt om kombinatorik 3.1

Binomualkoefficienter. For 0 < k < n defineres

<Z> - nl::’:) T (nn!— K

Denne storrelse kaldes “n over k”, og tal af denne art kaldes binomi-
alkoefficienter. Det er maske ikke helt oplagt, at disse stgrrelser faktisk
er heltal, men det fglger af deres kombinatoriske fortolkning: Binomi-
alkoefficienten (Z) er antallet af delmaengder med netop k elementer af
en mengde E med n elementer (f.eks. E = {1,...,n}). For at indse
dette kan vi bemserke, at antallet af ordnede szt, bestaende af k forskel-
lige elementer fra en meengde E med n elementer, jo er n(®). Ethvert
sadant saet giver pa naturlig made anledning til en delmangde af F
med k elementer, bestaende af de elementer der forekommer i saettet.
Men ved optellingen af de ordnede k-saet far vi hver k-delmaengde talt
med k! gange, nemlig én gang for hver mulig ordning af dens elementer.
Antallet af k-delmeengder af E bliver siledes n®) /k! = (7).

Bemaerk, at der geelder (3) =1, (7) =n, (5) = W Binomialkoeffi-

cienterne er nok bedst kendt fra binomialformlen

(z+y)" = Xn: <Z> zFynr,

k=0

som for n = 2,3 og 4 antager de (mere eller mindre) velkendte former

(x4 y)? = 2 4 2zy + 37,
(z +y)® = 2° + 327y + 3ay® + ¢°,
(z +y)* = ot + 423y + 622y + 4ay® + y*.

Binomialformlen fglger i gvrigt ogsa af binomialkoefficienternes kombi-
natoriske fortolkning. Nar man ganger ud i produktet

+y)" = @+y)(z+y)...(z+y)
far man jo i forste omgang 2" led af formen 2¥y™~F, og hvert af disse
svarer naturligt til en delmaengde af {1,...,n}, bestaende af numrene pa
de k faktorer hvorfra “z-bidragene” stammer. Nar man herefter samler
led af samme grad, bliver der altsa netop (Z) led af typen xFy"—F.

OPGAVE 3.1.1%. (Pascals trekant). Forklar “Pascal’s trekant”, hvis top
folger her:
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Binomialfordelingen 3.2

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Princippet er, at hvert tal er sum af de to nsermeste i linien ovenfor. Nar
liniern.e nummereres 0, 1, Lo.er tall.ene i.linie n n.etop (g), (’11), cee (Z)
Opskriv den formel, som viser, at binomialkoefficienterne kan udregnes
pa denne made. Bevis den, bade direkte ud fra definitionen og ved hjzlp

af binomialkoefficienternes kombinatoriske fortolkning.

OPGAVE 3.1.2. (Antal mulige haender i bridge).

(a) Pa hvor mange mader kan 13 kort udtages af et almindeligt kortspil
(uanset reekkefplgen)?

(b) Hvad er sandsynligheden for at fa en hand, bestaende af 13 kort i
samme kulgr?

3.2. Binomialfordelingen.

Et klassisk problem i sandsynlighedsregningen gar ud pa at bestemme
fordelingen af antal gange en given haendelse indtraeffer i n uathaengige
gentagelser af det samme forsgg. Det kunne f.eks. veere antallet af gange
man far “krone” i 10 kast med en mgnt, eller antallet af gange man far
sum > 11 i 100 slag med to terninger. Der findes ogsa mere relevante
eksempler, men dem kommer vi fgrst til i forbindelse med statistikken.
Fordelingen af et sadant antal kaldes en binomialfordeling. Helt praecist
kan vi definere binomialfordelingen saledes:

DEerFINITION. Lad X1, Xo,..., X,, veere uafheengige stokastiske variable
med verdier i {0, 1}, med samme fordeling givet ved

PX;=1)=p, P(X;=0)=q=1-p

for et givet tal p mellem 0 og 1. Fordelingen af summen § = X; +
X9+ -+ + X,, kaldes da binomialfordelingen med antalsparameter n og
sandsynlighedsparameter p.

EKSEMPEL 3.2.1. En mgnt kastes 20 gange. Antallet af “kroner” vil
sa veere binomialfordelt med antalsparameter 20 og sandsynlighedspa-
rameter 1/2. Se tegningen pa nzeste side.

Binomialfordelingens punktsandsynligheder kan udregnes pa folgende
made. Sandsynlighedsfunktionen for fordelingen af (X, Xo,..., X,,) er
ifolge seetning 2.4.4

P(X1=21,Xs =1x3,...,X,, = ) = p~hig" 7",
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Binomialfordelingen 3.2
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Binomialfordelingen for n=20, p=0.5 (jvf. eksempel 3.2.1)

Denne storrelse afhenger kun af (zq,zo,...,x,) via Y x;, hvilket be-
tyder, at heendelsen {S = s} som delmaengde af {0,1}"™ bestar af ud-
fald med samme sandsynlighed p®¢q™~%. Antallet af elementer i denne
delmaengde er abenbart (’:), sa vi far folgende udtryk for binomial-

fordelingens punktsandsynligheder:

P(S =s) = (Z)psq”_s-

Bemeerk at relationen Y7_o (M)p®¢"~* = 1 (som altsé blot udtrykker,
at binomialfordelingens punktsandsynligheder summerer til 1) er et spe-
cialtilfzelde af binomialformlen, anvendt til beregning af 1 = 1" =
(p+aq)"

EKSEMPEL 3.2.2. Sandsynligheden for at fa en hand uden esser i bridge
(jvf. opgave 1.2.5) er (52 — 4)(13) /52(13) = 0.3038. Hvad er sandsynlig-
heden for, at denne ulykkelige heendelse for en bestemt spiller indtraeffer
pracis 3 gange i Igbet af 10 spil? Svaret er abenbart

10
< 5 ) x 0.3038% x (1 — 0.3038)'°7% = 0.2667.

Se tegningen pa naeste side.

Binomualfordelingens form. Det er karakteristisk for de to tegninger
af binomialfordelinger, vi har set, at de stgrste punktsandsynligheder
ligger i neerheden af punktet np. Dette stemmer overens med vore for-
ventninger til relative hyppigheders opforsel, jvf. §1.1; S/n er jo den
relative hyppighed af haendelsen {X = 1} i n identiske gentagelser, sa
denne stgrrelse skulle gerne ligge i naerheden af p. For voksende vaerdier
af n (p fast) vil man se, at storstedelen af sandsynlighedsmassen i bino-
mialfordelingen findes i et interval omkring np, som kan ggres mindre
og mindre i forhold til n. Det vender vi tilbage til i kapitel 4.
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Binomialfordelingen 3.2
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Fordelingen af antal Es-lgse haender i 10 spil bridge, jvf. eksempel 3.2.2

Yderligere vil man bemaerke, hvis man ser pa mange af den slags teg-
ninger, at binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion for store veerdier
af n og veerdier af p, som ikke ligger for teet ved 0 eller 1, har et karak-
terisisk, klokkeformet udseende. Vi skal senere se, at hvis z-aksen (eller
s-aksen) omskaleres, saledes at np tages som nulpunkt og /npg som
enhed, sa er denne form bestemt ved en kurve af typen
2
y = const x e~ /2.

Det vender vi tilbage til i kapitel 5. Her ngjes vi med at preesentere
yderligere to tegninger, som antyder at “binomialfordelingens asymp-

totiske form” er noget seerdeles handgribeligt, ogsa for moderat store
veerdier af n.
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Binomialfordelingen for n=50, p=0.5
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Binomialfordelingen 3.2
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Binomialfordelingen for n=200, p=0.3

OPGAVE 3.2.1. Lad S vaere binomialfordelt med parametre n og p.
(a) Vis at

(b) Vis at
P(S=s+1)>P(S=s)<=s<(n+1l)p—1
P(S=s+1)=P(S
P(S=s+1) <P(S

s)<=s=(n+1)p—1

s)<=s>(n+1)p—1

(c) Vis, at hvis (n + 1)p ikke netop er et heltal, sa har binomialfordelin-
gens sandsynlighedsfunktion entydigt maksimum i punktet s = [(n+1)p],
dvs. dens verdi i dette punkt er storre end veerdien i ethvert andet
punkt. Her betegner [z] “heldelen” af x, dvs. det stgrste hele tal som er
<z

Hvad sker der hvis (n + 1)p er et heltal?

OPGAVE 3.2.2. Fem terninger kastes. Hvad er sandsynligheden for at
fa

(a) netop tre seksere?

(b) mindst tre seksere?

(c) tre (men ikke fire eller fem) ens?

(d) tre, fire eller fem ens?

OPGAVE 3.2.3%*.
(a) Lad S veere binomialfordelt (n,p). Hvad er fordelingen af n — S 7

(b) Lad S; og Sz veere stokastisk uafhsengige, binomialfordelte med
parametre (ni,p) og (ng,p) (bemeaerk: samme sandsynlighedsparame-
ter). Hvad er fordelingen af Sy + Sz 7 (Vink: Ga tilbage til binomial-
fordelingens definition v.h.a. uafthsengige 0—1—variable).
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Den hypergeometriske fordeling 3.3

3.3. Den hypergeometriske fordeling.

En kasse indeholder N kugler, af hvilke R er rode og H = N — R er
hvide. En stikprgve pa n kugler udtages. Hvad er fordelingen af antallet
af réde kugler i denne stikprgve?

Her er det underforstaet, at stikproveudtagningen sker uden tilbagelag-
ning. Vi kunne ogsa have stillet os selv den opgave at bestemme forde-
lingen af antal rgde kugler i et forsgg, der gik ud pa n gange at trackke en
kugle tilfaeldigt og laegge den tilbage igen. Her ville svaret abenbart blive
binomialfordelingen med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter
R/N.

Fordelingen af antallet af réde kugler i en sadan stikprgve uden tilba-
gelegning kaldes den hypergeometriske fordeling med parametre N, R
og n. Lad r betegne antallet af rgde kugler i stikprgven (idet vi her
fraviger princippet om, at stokastiske variable skal betegnes med store
bogstaver; det er velbegrundet, fordi r er den naturlige betegnelse for
antal rgde kugler blandt de n). Vi opfatter r som en stokastisk variabel
med veerdier i {0,1,...,n}. Bemerk, at sandsynlighedsfunktionen ikke
altid vil veere > 0 i alle disse punkter; kun for n < R og n < H er dette
tilfzeldet.

Sandsynligheden for haendelsen {r = r} kan udregnes pa folgende made.
Da rakkefglgen af de udtagne kugler ikke spiller nogen rolle, kan vi
opfatte stikprgven som en n-delmangde af maengden {1,2,..., N} af
kugler. Der er saledes (]: ) mulige udfald, og de er alle lige sandsynlige.
For at teelle hvor mange af disse, der resulterer i netop ro rede og n —ry
hvide kugler, bemaerker vi at en sadan n—delmaengde er beskrevet ved en
ro—delmangde af {1,..., R} og en (n—rp)-delmaengde af {R+1,..., N}
(idet vi for nemheds skyld antager, at de rgde kugler kommer for de hvide
i nummereringen). Antallet af sidanne par af delmaengder er dbenbart
(ﬁ) (g__fj), sa vi far

6

()

Ro)(N — R)(n=r0)p! n\ R0 (N — R)(»=mo)
 rel(n —r)!IN( ( ) N(n)

P(r=rg) =

To

EKSEMPEL 3.3.1. 13 kort traekkes tilfaeldigt fra et almindeligt spil kort.
Hvad er sandsynligheden for at netop 7 af dem er spar? Svaret er
abenbart den hypergeometriske punktsandsynlighed for N = 52, R = 13,
n =13 og ro =7, altsa

(7 (6)
(13> 137 x 39 0.0088.

7 52(13)
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Den hypergeometriske fordeling 3.3

EKSEMPEL 3.3.2. En kasse indeholder 1000 rgde og 2000 hvide kugler.
5 kugler udtages. Hvad er sandsynligheden for at netop 2 af disse er
rode? Resultatet er abenbart

(5) 1000 2000®) __ 10 x (1000x999)x(2000x1999x1998) _ () 89q5
2 30000 - 3000 2999 X 2998 X 2997 x 2996 " :

Approksimation med en binomialfordeling. 1 det sidste eksempel er det
ret oplagt, at man kan erstatte 999 med 1000, 1999 med 2000 osv., uden
at sendre ret meget pa resultatet. Vi har saledes det approksimative
resultat

1000220003 1\2/2\3
P(r:2)%10xM:10x - -] =0.3292,
3000° 3 3

som netop er sandsynligheden for udfaldet S = 2 i en binomialfordeling
med antalsparameter 5 og sandsynlighedsparameter 1/3. Det er prae-
cis det svar, vi ville fa pa det i eksempel 3.3.2 stillede spgrgsmal, hvis
udtagningen af de 5 kugler var foregaet med tilbageleegning. Intuitivt
folger denne approksimation af, at nar der er sa mange kugler i kassen,
kan det ikke ggre megen forskel, om vi laegger de fa kugler, der traekkes,
tilbage igen.

Mere generelt geelder folgende graensesatning:

SAETNING 3.3.1. Lad r vere hypergeometrisk fordelt med parametre N,
R og n. For fast stikprovestgrrelse n, lad parametrene N og R vokse ud

over alle grenser pa en sadan made, at R/N konvergerer mod et givet
talp, 0 <p < 1. Da vil

n

P(r=1ro) = ( )p’"O(l -,

To

BEVIs. Vi har (efter en simpel omskrivning)

ro=m= ()| (5)* (5=1) = (=)

N—-R N-R-1 N—-—R—-—(n—rg)+1
X X | —— ) X... X .
N — 1y N—-rog—1 N-n+1
Under graenseovergangen vil hver af faktorerne i den forste af de kantede

parenteser naerme sig p, medens faktorerne i den sidste alle konvergerer
mod 1 — p. Seetningen folger umiddelbart.
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Den hypergeometriske fordeling 3.3

OpPGAVE 3.3.1. Udtrykket

n\ R0 (N — R)(=ro)

for den hypergeometriske fordelings punktsandsynlighed antyder en an-
den kombinatorisk udledning end den, der findes i starten af denne para-
graf. Gennemfgr denne (Vink: Fortolk teeller, neevner og binomialkoef-
ficient kombinatorisk).

OPGAVE 3.3.2. 6 kugler trackkes fra en kasse med 50 rgde og 30 hvide
kugler. Tabellér punktsandsynlighederne i fordelingen af rgde kugler
i stikprgven sammen med de approksimerende binomialfordelingssand-
synligheder.

OPGAVE 3.3.3. Lad py.rn: {0,1,...,n} = R betegne sandsynligheds-
funktionen for den hypergeometriske fordeling. Vis relationerne

PN.R,n (T) = pN,n,R(T)v

PN, R.n(T) = PN RN-n(R—7),
pN,R,n(T) = pN,N—R,n(TL - 7")-

Disse relationer fglger let af formler, udledt i denne paragraf, men de
har ogsa et intuitivt indhold.

OPGAVE 3.3.4. Ved definitionen af den hypergeometriske fordeling fast-
satte vi udfaldsrummet til {0,1,...,n}, med den tilfgjelse at det ikke
altid var alle udfald, der var mulige. Hvad er det virkelige variationsom-
rade for 7

OPGAVE 3.3.5. Med betegnelsen py g for den hypergeometriske sand-
synlighedsfunktion, vis rekursionsformlen

n—r R—r
r+1 N-R—-n+r+1

PNRn(r+1)= PN,Rn(T),

som er gyldig, nar r og r+ 1 ligger i det i opgave 3.3.4 bestemte interval.

OPGAVE 3.3.6*. Lad S; og S2 vaere uathaengige, binomialfordelte med
antalsparametre n; og ns og samme sandsynlighedsparameter p. Vis, at
den betingede fordeling af Sy, givet S1+S2 = s, er den hypergeometriske
fordeling med parametre N = ny + ng, R =n; og n = s.
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Polynomialfordelingen 3.4

OPGAVE 3.3.7. 13 kort udtages tilfzeldigt fra et almindeligt spil besta-
ende af 52 kort.

(a) Hvad er sandsynligheden for at fa mindst 2 esser ?

(b) Hvad er sandsynligheden for at fa mindst 2 esser, givet at man ikke
far en eneste konge?

(c) Hvad er den betingede fordeling af antallet af esser, givet at man
ikke far en eneste konge? (opskriv de 5 punktsandsynligheder).

(d) Er antallet af esser stokastisk uafhaengigt af antallet af konger?

3.4. Polynomialfordelingen.

Polynomialfordelingen (ogsa kaldet multinomialfordelingen) er den na-
turlige generalisering af binomialfordelingen til situationer, hvor det
enkelte forsgg har mere end to mulige udfald:

DEeriNiTION. Lad Xi, X5, ..., X,, vere uaftheengige stokastiske variable
med veerdier i {1,2,...,k}, identisk fordelte med fordeling givet ved

P(Xi=j)=p;
for givne tal py,...,pr med p; + --- 4+ pr = 1. Definer
Sj = #{i| Xi = j},

og betragt den stokastiske variable (Sy,...,Sg), hvis veerdier antages i
den endelige delmaengde af NE, givet ved betingelsen s; + - - - + s, = n.
Fordelingen af (S, ..., Sk) kaldes da en polynomialfordeling af orden k
med antalsparameter n og sandsynlighedsparametre p1, . .., pk.

Bemeerk, at vi for £ = 2 har
(S1,82) = (S1,n — S1),

hvor S; (= antal gange haendelsen X; = 1 er indtruffet) er binomi-
alfordelt (n,p;). Polynomialfordelingen af orden 2 er saledes blot en
binomialfordeling, pa naer en simpel entydig transformation af udfalds-
ruminet.

EKSEMPEL 3.4.1. En terning kastes 100 gange. Med S7,S55,...,S56
betegnes antal 1’ere, 2’ere, ..., 6’ere. Sa er (Sy,...,S6) polynomial-
fordelt med £k =6, n =100 og p1 =ps =---=peg = 1/6.

Polynomialkoefficienter. For at kunne opskrive sandsynlighedsfunkti-
onen for polynomialfordelingen ma vi gennem lidt mere kombinatorik.
Ved en inddeling i k klasser af maengden {1,2,... ,n} forstar vi et st
(My, ..., M) bestaende af k delmsengder af {1,2,...,n}, siledes at
M,NnM; =0 fori#jogMU---UM, = {1,2,...,n}. Vi far
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Polynomialfordelingen 3.4

brug for lgsningen til fglgende kombinatoriske problem: For givne antal

S1,-..,5k € Ng saledes at s; + --- 4+ s = n, hvor mange inddelinger
(My, ..., My) findes der, saledes at klasserne har de foreskrevne stor-
relser |My| = s1,...,|Mg| = 57

Vi kan forst bemaerke, at for £ = 2 har vi allerede lgst dette problem.
En inddeling i to klasser er jo givet ved den forste af klasserne, og antal
delmaengder M, af storrelse s; er

n n!
S1 81!82!.

Denne formel for antal inddelinger generaliserer pa simplest mulige ma-
de, idet der gaelder

SETNING 3.4.1. Antallet af inddelinger af {1,...,n} i k klasser af stor-
relser si,...,s er

n!
silsal sl
Bevis. Enhver inddeling af {1,...,n} i klasser af de foreskrevne stor-
relser sq,...,s; kan konstrueres ved, at vi opskriver tallene 1,2,...,n

i en eller anden rakkefslge, og som M; tager maengden bestaende af
de forste s; elementer, som My mangden bestaende af de naeste so ele-
menter, osv. Denne konstruktion kan udferes pa n! mader. Men herved
far vi hver inddeling med flere gange, idet ombytning af elementer internt
i klasserne ikke s&endrer pa selve inddelingen. Vi skal derfor dividere med
antallet af mader, hvorpa elementerne kan ordnes indenfor de k klasser.
Dette antal er abenbart s;!so!...sg!, hvoraf setningen folger.

De saledes udledte kombinatoriske stgrrelser kaldes polynomialkoefficien-

ter og betegnes
n B n!
s1...86) sil.. sl

Bemeaerk, at vi for & = 2 genfinder binomialkoefficienterne, under den
lidt aendrede betegnelse (%) = (, " ).

snN—s
SETNING 3.4.2. Polynomialfordelingens punktsandsynligheder er givet

ved
n

P(Sy =51,...,5 = s1,) = (51 Sk)pi1-~-p2’“-

BEevis. Sandsynlighedsfunktionen for de oprindelige uathaengige variable
(Xl,. . ,Xn) er

P(X]_ = T1y.--y Xn = .I'n) = p:{%{l'ml:l} .. pky;%{ﬂ(m:k}
Det fglger heraf, at sandsynlighedsfunktionen har den konstante veerdi
pi'...piF pa hele meengden givet ved betingelserne S1 = s1,..., S, =
sk, og antallet af elementer i denne meengde er jo (81.7.1.516)' Seetningen
fglger umiddelbart.
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Diskrete fordelinger 3.5

OPGAVE 3.4.1. En terning kastes 12 gange.
(a) Hvad er sandsynligheden for netop at fa 2 1’ere, 2 2’ere, ..., 2 6’ere?
(b) Hvad er sandsynligheden for netop at fa 2 1’ere og 2 6’ere?

OPGAVE 3.4.2. Vis at

()= GG )

Forklar denne relation kombinatorisk. Skitser et bevis for saetning 3.4.1
ved induktion efter k.

OpGAVE 3.4.3*%. Lad (S1,...,S5) veere polynomialfordelt med k = 5.
Vi anvender de sadvanlige betegnelser n, pi,...,ps for parametrene.
De folgende opgaver lgses lettest ved direkte anvendelse af polynomial-
fordelingens definition (se begyndelsen af denne paragraf).

(al) Vis at S; er binomialfordelt (n,p;).

(a2) Vis at Sy + Sy er binomialfordelt (n,p1 + p2).

(a3) Vis at (S1 + S2, S5 + S4, Ss) er polynomialfordelt af orden 3 med
antalsparameter n og sandsynlighedsparametre p; + p2, p3 + p4 0g ps.

(a4) Formuler det generelle resultat, som (al), (a2) og (a3) er specialtil-
feelde af.

(b1) Vis, at den betingede fordeling af (S, Sa, S3), givet S1+S2+S5 = m
(m € {0,1,...,n}) er en polynomialfordeling af orden 3 med antalspa-

] Dp1 D2 D3
rameter m og sandsynlighedsparametre T e

(b2) Formuler det generelle resultat, som (bl) er et specialtilfaelde af.

3.5. Diskrete fordelinger.

I eksempel 2.3.2 sa vi pa fordelingen af en heltallig variabel X (= le-
vealderen for en dreng, fodt i 1964-65), hvis variationsomrade ikke pa
helt naturlig made kunne defineres som en endelig masengde. Et lignende
eksempel er

EKSEMPEL 3.5.1. Betragt et forsgg hvor heendelsen “succes” har sand-
synlighed p €]0, 1[. Uathaengige gentagelser af dette forsgg udferes, indtil
vi forste gang far “succes”. For p = 1/2 kan man teenke pa en mont,
der kastes indtil den fgrste gang viser “krone”. Hvad er fordelingen af
ventetiden 7', defineret ved 7'+ 1 = nummeret pa det forste forsgg, der
giver succes?

Matematisk set ligger der en vanskelighed i, at vi ikke kan specificere et
endeligt udfaldsrum. Men regner vi rent formelt, er der ingen vanske-
ligheder. Sandsynligheden for at fa succes forste gang er naturligvis p,
dvs.
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Givet, at vi ikke far succes forste gang, er sandsynligheden for at fa
succes anden gang igen p, sa

P(T=1)=P(T>0P(T=1|T>0)=(1-pp

Tilsvarende kan vi udregne P(T = t) ved at bemsrke, at sandsynlig-
heden for ikke at fa succes i et eneste af de ¢ forste forsgg er (1 — p)?,
medens sandsynligheden for, givet dette, at fa succes ¢t + 1’te gang er p;
altsa

PT=t)=P(T>t—-1)P(T=t|T>t—1)=(1—p)'p.

Saledes har fordelingen af antal “plat” fgr forste “krone” i en serie af
mgntkast punktsandsynlighederne

1 1
87167

N

’

[N

Disse punktsandsynligheder summerer abenbart til 1, og det samme
geelder for vilkarligt p €]0, 1[, i den forstand at den uendelige rackke

Y op(l=p)f=p+(1-p)+1-p>+...)

er konvergent med sum 1, ifglge formlen for summation af en kvotient-
raekke. Denne fordeling pa Ny kaldes den geometriske fordeling med
parameter p.

Eksemplet inspirerer umiddelbart til en definition af sandsynlighedsfor-
delinger pa Ny (eller N) ved hjalp af sandsynlighedsfunktioner, hvis
veerdier udggr leddene 1 en konvergent reekke med sum 1. Da vi imid-
lertid ogsa skal se pa fordelinger pa andre uendelige maengder, giver vi
en lidt mere generel definition. Denne definition forudsatter, at vi forst
tager stilling til, hvad vi vil mene med, at en sum med ikke-negative led
over en vilkarlig maengde er konvergent.

DEFINITION. Lad I veere en vilkarlig meengde, og lad der for hvert ¢ €
veere givet et tal a; > 0. Med D.(I) betegner vi meaengden af endelige
delmaengder af I. For enhver endelig delmangde Iy € D.(I) kan vi danne
den endelige sum ), a;. Hvis meengden {} ;; ai | In € De(I)} af
sadanne endelige delsummer er opad begraenset, siger vi at summen
> ic1 @i er konvergent (eller simpelthen at den er defineret), og saetter

Zai = sup Z a;.

icl IyeD. (1) i€l

I tilfeeldet I = N er det ikke sveert at indse, at konvergens af en
sum »_, - @; er ensbetydende med, at raekken >’ | a; er konvergent
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i sedvanlig forstand (dvs. den voksende talfplge (S,,) af afsnitssummer
Sp =aj +-- -+ ay, er konvergent). Fordelen ved definitionen ovenfor er,
at den ogsa kan anvendes f.eks. i tilfseldet I = N2, uden at man behgver
tage stilling til, hvilken raekkefglge leddene skal summeres i. En sum af
uendeligt mange ikke-negative tal er simpelthen det mindste overtal for
mangden af endelige delsummer.

Hvis maengden af endelige delsummer er ubegraenset, skriver vi naturligt

Y icr @i = +00, og siger at summen er divergent. En kort skrivemade
13 b 2 13 9

for “),c; a; er konvergent” er saledes “Y ., a; < 400",

Endelig kan vi komme til sagen:

DEFINITION. Ved en sandsynlighedsfunktion pa en vilkarlic maengde F
forstas en afbildning p: £ — R med folgende to egenskaber:

(pl) p(z) > 0 for alle x € E.

(p2) > p(r)=1.

zeE

Bemzerk, at hvis F er endelig, er dette den samme definition som vi hele
tiden har brugt (jvf. §1.2).

Det forste spgrgsmal der melder sig, er nu, hvorledes en sandsynligheds-
fordeling pa et vilkarligt udfaldsrum skal defineres, for at passe med
denne definition af en sandsynlighedsfunktion. Det viser sig, at sa leenge
man ser pa udfaldsrum af formen N, Ny, N§* eller delmaengder af disse
(hvilket praecis er hvad vi ger i dette kapitel) giver sandsynlighedsfunk-
tionerne anledning til et fordelingsbegreb, som helt igennem er fornuftigt
og tilstraekkeligt for alle praktiske formal. Anderledes stiller sagen sig,
nar man ser pa fordelinger pa R, R"” etc., som vi vil gogre i kapitel 5
og 6. Her er de fordelinger, som har stgrst interesse, slet ikke givet ved
en sandsynlighedsfunktion. En kontinuert fordeling pa R tildeler enhver
endelig mangde sandsynlighed 0. Kun intervaller af positiv leengde far
positiv sandsynlighed, og sandsynlighedsfunktionens rolle overtages af
en sakaldt tethedsfunktion, der angiver sandsynligheden for at havne i
et lille interval, divideret med intervallets leengde. Alt dette vender vi
tilbage til i kapitel 5. Her skal det blot tages som begrundelse for, at de
sandsynlighedsfordelinger, som omtales i det fglgende, kaldes diskrete.
Diskrete fordelinger er de eneste, som har interesse i dette kapitel.

DEFINITION. Ved en diskret sandsynlighedsfordeling pa en maengde E
forstas en afbildning

P:D(E) = R

fra mengden D(F) af delmaengder af E ind i den reelle akse, som op-
fylder folgende fire betingelser:

(P1) P(A) >0 for alle A C E.
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(P2) P(E) = 1.

(P3) P(AUB)=P(A)+ P(B) for AABCE, AnB =.

(P4) Ve > 03Ey € Do(E): P(Ey) > 1—e.

Bemark at (P1), (P2) og (P3) er overtaget usendret fra §1.3. Eftersom
(P4) automatisk er opfyldt nar E er endelig (man kan benytte Ey = E
for ethvert €), er definitionen akvivalent med den, vi hidtil har brugt,
nar F er endelig.

I tilfeeldet £ = N eller Ny er (P4) et intuitivt rimeligt krav, hvis man
skal kunne opfatte P som fordelingen af en stokastisk variabel X. Her
betyder (P4) jo blot, at der skal gaelde

P(X <N)—1for N— .

Uden antagelsen (P4) kan man (under passende matematisk-logiske for-
udsaetninger, som vi ikke skal komme ind pa) vise eksistensen af afbild-
ninger P: D(N) — R, som opfylder (P1), (P2) og (P3), men antager
veerdien 0 for enhver endelig delmaengde af N. Det er den slags “forde-
linger” vi udelukker ved antagelsen (P4).

For en diskret sandsynlighedsfordeling P geelder folgende regneregler:
(1) P(0) = 0.

(2) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

(3) For Ay,..., A, parvis disjunkte delmaengder af E er

P(AU--UA,) = P(A) + -+ P(A,).

(4) P(E\ A)=1- P(A).

Disse regler er direkte overtaget fra §1.3, og de bevises pa praecis samme
made.

Endvidere geelder fplgende, som er en generalisering af (P4):

(5) P(A)= sup P(Ay).
Ap€ED.(A)

Bevis for (5): Det er klart, at hgjre side er < P(A), da der jo gaelder
P(Ap) < P(A) for enhver delmaengde Ay af A. Den modsatte ulighed
vises saledes: For et vilkarligt € > 0, vaelg en endelig delmaengde Ej af
E saledes at P(Ey) > 1 —€. Seet Ag = ANEy. Saer A\ Ay C E'\ Ey,
hvoraf fglger at

P(A) = P(Ao) + P(A\ Ao) < P(Ao) + P(E\ Ey) < P(A) +e,
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altsa
P(A) —e < P(Ay).

Heraf sluttes umiddelbart at P(A) —e < sup 4 ep, (4) P(Ao), og da dette
geelder for alle € > 0, konkluderer vi at P(A) < sup 4 ¢p, (4) P(4o).

Nu er vi klar til at bevise denne paragrafs hovedresultat, som siger at de
diskrete fordelinger praecis er dem, der er givet ved en sandsynligheds-
funktion:

SETNING 3.5.1. Lad E vere en vilkarlig maengde. Mellem sandsynlig-
hedsfunktioner p: E — R og diskrete fordelinger P: D(E) — R er der
en entydig korrespondance, givet ved

P(A) =) p(x)

TEA

09

p(z) = P({z}).

Bevis. Lad p: E — R vere en sandsynlighedsfunktion, og definer
P:D(E) — R ved P(A) =) c4p(z). Bemark, at summen er velde-
fineret (ogsa nar A ikke er endelig), fordi enhver endelig delsum vil vaere
< 1. Den hermed definerede meengdefunktion P tilfredsstiller abenbart
(P1) (klart), (P2) (p.g.a. (p2)) og (P4) (ligeledes p.g.a. (p2)). For at
indse, at additivitetsreglen (P3) ogsa geelder, betragter vi to disjunkte
mangder A, B C E. Det skal sa vises, at

(+) > opla) =Y p@)+ ) pa).

rEAUB rEA rEDB

Det gor man lettest ved at vise, at begge uligheder er opfyldt. Uligheden
“venstre side > hgjre side” fglger af, at vi for endelige delmaengder Ay C
A, By C B har

Yoop@) > D pl) =D pa)+ Y p),

rEAUB rEAgUBg r€EAp r€Bg

og da de to endelige summer pa hgjre side kan bringes vilkarligt nzer pa
de tilsvarende summer pa hgjre side af (x), folger den gnskede ulighed.
Omvendt har vi, for enhver endelig delmaengde Cy af AU B,

dopl)y= D> p@)+ Y ple) <) p@)+ ) p),

zeCy r€ANCyH reBNCy €A rEB

og da venstre side her kan bringes vilkarligt naer pa venstre side af (x),
fglger den modsatte ulighed.
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Den omvendte konstruktion af en sandsynlighedsfunktion p ud fra en
diskret sandsynlighedsfordeling P forlgber saledes: Vi definerer p ved
p(z) = P({z}), og far herved en funktion p, som i hvert fald tilfredsstiller
(pl). At (p2) ogsa er opfyldt folger af at

Zp(x) = sup Z p(x) = sup P(Ey) =P(FE).

meE EOEDE(E) mEEO EOEDe(E)

Her er sidste lighedstegn identisk med (P4), og neestsidste lighedstegn
folger af (3), anvendt pa de (endeligt mange) parvis disjunkte maengder
{z}, x € Ey.

Hvis vi nu, ud fra den konstruerede sandsynlighedsfunktion p, igen kon-
struerer en sandsynlighedsfordeling P’ ved at seette P'(A) = Y 4 p(z),
sa far vi faktisk den fordeling P vi startede med. Dette folger af, at der
vil gaelde P'(Ag) = P(Ap) for enhver endelig maengde Ay, og ifolge (5)
vil der sa ogsa gaelde P'(A) = P(A) for vilkarlige meengder A C E.
Afslutningsvis vil vi nu, uden at ga i detaljer, konstatere at alle tidligere
givne definitioner og resultater stort set uden sendringer kan generalise-
res til diskrete sandsynlighedsfordelinger pa vilkarlige maengder. Nota-
tionen i forbindelse med stokastiske variable kan for eksempel overfgres
uden problemer. Ligeledes kan begreberne betinget sandsynlighed, be-
tinget fordeling og stokastisk uafheengighed umiddelbart generaliseres,
og resultaterne fra kapitel 2 vil stadig veere gyldige. En detaljeret gen-
nemgang af dette ville blive en kedsommelig opremsning af definitioner
og resultater, i de fleste tilfzelde blot gentagelser, i enkelte tilfaelde med
anvendelse af simple regneregler for uendelige summer af ikke-negative
tal. Det vil vi forskane laeseren for.

En enkelt undtagelse bgr naevnes: Der er ikke noget, som hedder “lige-
fordelingen” pa en uendelig meengde (som f.eks. IN). Vi skal senere (i
kapitel 5) indfore ligefordelingen pa et begraenset interval pa R, men det
er noget andet.

I de fglgende tre opgaver betegner P en diskret fordeling pa F.

OPGAVE 3.5.1. Betragt en voksende folge A1 C As C A3 C ... af
handelser. Vis at

P(A1UA2UA3U): lim P(An)

n—0o0

(Vink: “>” er triviel, “<” fas v.h.a.. (5), nar man bemaerker, at der for
enhver endelig delmaengde Cy af A1 U Ay U. .. vil geelde A, D C fra et
vist trin at regne).
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OpcAVE 3.5.2. Lad (B,,) vere en folge af parvis disjunkte maengder.
Vis at

P(BiUByUBsU...)= Y P(By,).
n=1

(Vink: Benyt opgave 3.5.1 for A,, = By U---U By,).

OpGAVE 3.5.3. Lad (B,,) vare en vilkarlig folge af haendelser. Vis at
P(BiUByUBsU...) < Y P(By).
n=1

(Vink: Bemerk forst at der gaelder et lignende resultat for endeligt
mange haendelser By,...,B,. S&t sa A, = By U---U B,, og benyt
opgave 3.5.1).

OpGAVE 3.5.4%. Lad X; og X5 vaere uafhaengige stokastiske variable
pa No med fordelinger givet ved sandsynlighedsfunktionerne p; og ps.
Definer en stokastisk variabel Y € Ny ved Y = X; + X5. Vis, at

P(Y =y) = p1(0)p2(y) + p1()pa(y — 1) + -+ + p1(y)p=2(0).

3.6. Poissonfordelingen.

Fra den matematiske analyse er det (eller vil pa et eller andet tidspunkt
blive) kendt, at eksponentialfunktionen exp(z) = e® kan fremstilles ved
den uendelige raekke

oo
x z® oz
exp(x):Z—:1+:U+—+—+—+....
n=0

n l.2 3 4
n! 2 6 24

Denne raekke er konvergent for alle z, og for z > 0 er leddene > 0. Heraf
folger, at vi for et vilkarligt reelt tal A > 0 kan tage leddene i raeekken

[es) A"
=
l1=c¢ ZF

n=0

som punktsandsynligheder for en fordeling pa Ny. Denne fordeling
kaldes Poissonfordelingen med parameter A\. At X € Ny er Poisson-
fordelt med parameter A betyder altsa, at

)\:E
P(X =x)= e_}‘g (z € Ny).

Poissonfordelingen er mere fundamental, end denne definition antyder.
Det skyldes blandt andet, at den har en fortolkning som “binomialfordel-
ing med n =00 og p= A/o0”.
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ExSEMPEL 3.6.1. Lad X veere binomialfordelt med n = 1000 og p =
3/1000 = 0.003. Sa er

1000
P(X =z) :< )0.003w 0.9971000—=
xr
1000 x 999 x ... x (1000 — z + 1)

0.003% (0.9971000—=

z!

For sma veaerdier af  (f.eks. z < 10) kan vi her, som i beviset for seetning
3.3.1, approksimere talleren i brgken med 1000 uden at bega en ret stor
relativ fejl. Ligeledes kan vi gange hele udtrykket med 0.997” uden at
sendre ret meget, hvorved sidste faktor sendres til 0.9971°°°, Herved fas

__ 10007
Tl

3$
P(X =) 0.00370.997'%% = —0.997%%°.
x!
Dette er, pa nezr en proportionalitetsfaktor, netop sandsynlighedsfunk-
tionen for en Poissonfordeling med parameter A = 3. Hvad proportio-
nalitetsfaktoren angar kan vi ogsa indse, at

0.9971000 5 =3,

Da funktionen y = log(x) er differentiabel i punktet = 1 med differen-
tialkvotiont 1 er log(1 — 0.003) = log(1) — 1 x 0.003 = —0.003, og heraf
folger at 0.997!000 = (1 — 0.003)1999 = exp (1000 x log(1 — 0.003)) ~
exp(1000 x (—0.003)) = exp(—3).

Denne approksimation af binomialfordelingens punktsandsynligheder for
n = 1000 og p = 0.003 med Poissonfordelingens punktsandsynligheder
for A = 1000 x 0.003 = 3 er kun gyldig for sma vaerdier af z. Men
det er ogsa godt nok, fordi binomialfordelingen er koncentreret omkring
punktet np = 3. For en binomialfordelt variabel X med disse parametre
geelder faktisk P(X > 10) = 0.00028, og for X Poissonfordelt med A = 3
gelder P(X > 10) = 0.00029. Sa de to fordelingers “haler” spiller ikke
den store rolle her. Se i gvrigt tegningerne pa naeste side, som viser at
de to fordelinger ikke er til at skelne fra hinanden (de er tegnet hver for
sig, fordi sgjlerne stort set ville falde sammen hvis vi havde tegnet dem
oven i hinanden).

Bemaerk, at hvis vi havde valgt n = 10000 og p = 0.0003, ville vi have
faet samme approksimerende Poissonfordeling; blot ville approksimatio-
nen abenbart have veaeret lidt bedre.

Et mere konkret eksempel kan maske understrege betydningen af dette
resultat:

EKSEMPEL 3.6.2. C kgrer pa cykel. Erfaringsmaessigt punkterer hun i
gennemsnit 3 gange pr. 1000 km. Fgr en stgrre tur pa netop 1000 km er
hun, i forbindelse med dimensioneringen af sit lappegrej, steerkt inter-
esseret, i fordelingen af antal punkteringer pa denne tur. Vi deler turen
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op i 1000 straekninger 4 1 km, og definerer 0—1—variable X1, ..., X1000
ved

x { 1 hvis en punktering finder sted pa straekning ¢
=

0 ellers.

0.20+
0.15+ —
0.10-

L e gy

T T
o 1 2 3 a4 5 6 9 10 11

Binomialfordelingen for n=1000, p=0.003.

0.20+
0.15+ —
0.10-

L e gy

T T
o 1 2 3 a4 5 6 9 10 11

Poissonfordelingen med parameter 3.

Hvis vi ignorerer muligheden for mere end én punktering pa samme
straekning, bliver X = X7 + -+ -+ X700 saledes det samlede antal punk-
teringer. Disse 0-1-variable antages uathzengige, identisk fordelte med
fordeling givet ved P(X; = 1) = 0.003 (i overensstemmele med sand-
synlighedsregningens frekvensfortolkning). Af disse antagelser folger, at
det samlede antal punkteringer X vil vaere binomialfordelt med antals-
parameter 1000 og sandsynlighedsparameter 0.003. Men det er ikke helt
rigtigt, fordi vi ovenfor valgte at ignorere muligheden for to eller flere
punkteringer pa samme straeekning. Hvis C ikke er tilfreds med denne
approksimation, kan hun f.eks. dele hele turen op i 10000 straekninger
4 100 m, og sztte sandsynligheden for punktering pa en sadan straekn-
ing til 0.0003. Herved bliver sandsynligheden for “dobbeltpunkteringer”
naturligvis veesentligt mindre, og resultatet bliver nu, at antal punk-
teringer pa hele turen vil veere binomialfordelt med antalsparameter
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10000 og sandsynlighedsparameter 0.0003. Ved saledes at dele op i min-
dre og mindre straeekninger fas abenbart en bedre og bedre approksi-
mation til den rigtige fordeling. Overvejelserne i eksempel 3.6.1 viser,
at denne ma veere Poissonfordelingen med A = 3. (Hun beslutter der-
for at medbringe udstyr til 8 lapninger, fordi det er det mindste antal
som sikrer, at hun med sandsynlighed < 1% kommer i den ubehagelige
situation at punktere efter at have brugt alt sit lappegrej).

Eksemplet deaekker naturligvis over et generelt resultat, ifglge hvilket
binomialfordelingens punktsandsynligheder for p lille og n stor kan ap-
proksimeres med punktsandsynligheder i Poissonfordelingen for A = np.
Dette resultat kan bevises som antydet i eksempel 3.6.1. Men ved fgrst
at vise et andet fundamentalt resultat om Poissonfordelingen, kan vi
simplificere beviset og styrke resultatet lidt.

SAETNING 3.6.1 Lad X;,..., X, vere uafhengige, Poissonfordelte med
parametre A1, ..., \,. Da er X1+---+X,, Poissonfordelt med parameter
A=A+ 4+ Ay

BEevis. Vi kan ngjes med at betragte tilfeeldet n = 2, da den generelle
seetning let folger af dette specialtilfeelde ved induktion (for n = 3 be-
maerkes, at X1+ Xo+ X3 er sum af de to uathaengige variable X1+ X5 og
X3, etc.). Lad X3 og X veere uathaengige, Poissonfordelte med parame-
tre A1 og A2. Pa grund af uafthaengigheden er (jvf. opgave 3.5.4)

P(X1+Xy=y)= > P(Xi=u1)P(Xy =y — 1)

_Al)\_ﬂfl> (e_A2 Ay )
1! (y — x1)!

_ 3 oL (1)
Z1

|
$1:0 y

o~ (A+A2) (A1 + A2)Y
y!

Il
]«
/N
3

Y

hvor den sidste omskrivning fglger af binomialformlen.

For to fordelinger pa Ny (eller Z, eller senere R) defineres foldningen
som fordelingen af summen af to uathaengige variable med disse forde-
linger, jvf. opgave 3.5.4. Foldning af n fordelinger defineres tilsvarende.
Seetning 3.6.1 udtrykker saledes, at foldning af Poissonfordelinger igen
forer til en Poissonfordeling, med en parameter som er summen af de
enkelte fordelingers parametre.

EKSEMPEL 3.6.3. Vi vender tilbage til vores cyklist C. I eksempel 3.6.2
naede vi frem til, at antal punkteringer pa en 1000 km—tur ville veere
Poissonfordelt med parameter 3. Tilsvarende kan vi naturligvis indse,
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at fordelingen af antal punkteringer pa en 500—km tur vil vaere Poisson-
fordelt med parameter 500 x 0.003 = 1.5. Hvis C kgrer to ture pa hver
500 km, vil antallene X’ og X" af punkteringer pa disse ture saledes
veere uathengige, Poissonfordelte med samme parameter 1.5. Det sam-
lede antal punkteringer X’ + X” pa de to ture bliver saledes, ifglge
saetning 3.6.1, Poissonfordelt med parameter 1.5+ 1.5 = 3. Sadan skulle
det ogsa helst vaere, for det ber jo ikke ggre nogen forskel, om vi opfatter
de to 500-km ture som én samlet tur pa 1000 km.

SETNING 3.6.2. Lad Sy vere binomialfordelt med antalsparameter n
og sandsynlighedsparameter p < 1, og lad S vere Poissonfordelt med
parameter A = nlog(ﬁ). For enhver delmengde A af Ny geelder da

2

A
|P(So € A) —P(S e A)| < o

Bemerkninger. Binomialfordelingen opfattes her som en fordeling pa
Ny (med punktsandsynligheder P(Sy = sp) = 0 for sg > n, naturligvis).

Den sammenhaeng mellem binomialfordelingens og Poissonfordelingens
parametre, vi hidtil har betragtet, er givet ved relationen A = np. Det
passer ikke helt med definitionen af A i saetningen. Men for sma veerdier
af p gor det ingen vaesentlig forskel, da der jo geelder

nlog (%p) = —nlog(l — p) = —n(—p) = np.
Seetningen vedrgrer kun fordelingerne af Sy og S, ikke en eventuel simul-
tan fordeling af disse variable. Derfor er det maske lidt forvirrende, at vi
kalder begge fordelinger P, som om Sy og S ngdvendigvis var afledt af en
feelles, underliggende variabel. Saetningen kan mere korrekt formuleres
uden brug af stokastiske variable saledes:

For ethvert p < 1, ethvert n € N og enhver delmaengde A af Ny, gelder
med betegnelsen \ for nlog(ﬁ),

ny\ s 3 AF A2
Z(g)p (1-p =Y < 2

sEA sEA

Men netop det, at saetningen ikke forudsaetter noget om en eventuel
simultan fordeling af Sy og S, vil vi udnytte i beviset. Vi vil faktisk
konstruere stokastiske variable Sy og S med de foreskrevne fordelinger
pa en sadan made, at der galder Sy = S med sandsynlighed neer ved 1,
nar n er stor og p er lille.

Bevis. Lad Xq,...,X,, vere uathengige, Poissonfordelte med samme
parameter \/n = log(ﬁ). Vi kan da teenke os S fremkommet som
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summen S = X; + -+ + X,,, ifglge setning 3.6.1. Ud fra de Poisson-
fordelte variable X1, ..., X,, konstruerer vi nu 0—1-variable X9 ... X?
ved

X)=X; A1

Disse nye variable bliver uafhaengige, identisk fordelte med fordeling
givet ved
P(X?=0)=P(X;=0)=e M =7 8(5) =1 —p,
og dermed
P(X]=1)=p.

Heraf fglger, at Sy = XP+- - -+ X2 vil vaere binomialfordelt med parame-
tre (n,p).
Vi har nu

P(X; # X)) = P(X; >2)

“\n A/n)? A/n)3 A/n)*
Y (( /2!) +(é!) +({H) +>

1 A/n A/n)?
(10 @y
1
2
1
2

)3 (5 )

Heraf fglger at

P(S # Sp) = P(S > So)
P{X;>2}u---U{X, >2})
<P(X1>2)+---+P(X, >2)
:TLP(X122)§77,1 <é>2— )\2.

2\n T o

Endelig bemaerker vi, at nar haendelsen S # S saledes har sandsynlighed

< A2?/2n, si vil det for enhver delmzngde A af N geelde, at forskellen

mellem P(S € A) og P(Sp € A) er < A?/2n. Af ulighederne
P({SecAyn{Syc A}) < P(Sc A) <P({Se A u{Sy e A})
P{Se A}n{Soe A}) < P(Sp € A) < P({Sec A} U{S, € A})
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fglger det nemlig, at

|P(S € A)— P(Sy € A)|
< P{SeAyU{Sy € A}) — P({S € A} n{Sy € A})
=P(({SeAtu{Soc A\ ({S € A}n{So € 4}))

)\2
< < —
_P(S#So)_Qn

(her folger naestsidste ulighed af, at hvis en af de to variable, men ikke
dem begge, falder i A, sa ma de naturligvis veere forskellige).

EKSEMPEL 3.6.4. For n = 1000 og p = 0.003 fis A = nlog(;=;) =
3.0045. Det fglger sa af setningen, at sandsynligheden for en hvilken
som helst hzendelse i binomialfordelingen (n = 1000, p = 0.003) kan ap-
proksimeres ved sandsynligheden for samme haendelse i Poissonfordelin-
gen (A = 3.0045), med en absolut fejl pa hgjst 32/2000 = 0.0045.
For n = 10000, p = 0.0003 fas en tilsvarende approksimation med
A = 3.00045 og en absolut fejl pa hgjst 0.00045.

Vi kan illustrere tankegangen i beviset ved igen at taenke pa vores cyklist
C. Vi forestiller os en tur pa 1000 km, opdelt i 1000 straekninger & 1 km.
I Poissonfordelingsmodellen kan S = antal punkteringer pa hele turen
opfattes som sum af 1000 uafthaengige variable X4, ..., X1000, Poisson-
fordelte med samme parameter 0.003. Vi definerer X? = X; A 1. Sa
bliver summen Sy = XY + - - - + XD, abenbart antallet af straekninger,
hvor en eller flere punkteringer finder steder. Dette antal er binomial-
fordelt med n = 1000 og p = ca. 0.003 (mere praecist er p = P(X; > 0) =
1 — 79993 =0.0029955). Pointen er nu, at der med stor sandsynlighed
gelder § = S, fordi to eller flere punkteringer pa samme straekning
sjaeldent vil forekomme. For en given strackning, f.eks. den fgrste, har
vijo P(X; >1)=1-¢e79993(1 +0.003) = 0.00000449, hvoraf fglger at
sandsynligheden for at der overhovedet forekommer sadanne “dobbelt-
punkteringer” er < 1000 x 0.00000449 = 0.00449. S og Sy er derfor ens
med sandsynlighed naesten 1, og sandsynligheden for at S havner i en
given maengde kan derfor ikke vaere meget forskellig fra sandsynligheden
for at Sy havner i den samme mangde, jvf. bevisets sidste argument.

For fuldsteendighedens skyld slutter vi med at bevise en mere klassisk
version af dette resultat (Poissons graensesaetning):

SETNING 3.6.3. Lad (p,) vere en folge af sandsynligheder, saledes at
np, — A > 0 forn = oco. Da gelder, for alle z € Ny,

lim <n>pﬁ(1 — )T = e_}‘)\—
x

n—00 .’17'
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BEvIs. Set A, = nlog(l_lp ). Omskrivningen

log(1) — log(1 — py)
Dn

>\n = Npn

viser at A\, — A, da logaritmefunktionen er differentiabel i punktet 1
med differentialkvotient 1. Nu er

n e A"
[

T x!

T

n €T n—x —_ An
= ‘<m>pn(1—i0n) —e Al

z!

X xT
—Anﬁ _ —>\>‘_

+ .
z! z!

€

Her er forste led < A2 /2n ifplge s@tning 3.6.2, og vil derfor konvergere
mod 0. Andet led konvergerer ligeledes mod 0, fordi funktionen A —

e_)‘% er kontinuert.

Poissonfordelingens anvendelser. Antallet af telefonopkald i et givet
tidsrum til en storre servicevirksomhed (f.eks. DSB’s oplysning) er et
typisk eksempel pa en stgrrelse, som kan antages Poissonfordelt. Argu-
mentet for dette er, at der er et meget stort antal potentielle kunder,
som hver for sig ringer med meget lille sandsynlighed i et kort tidsrum.
Hvis kunderne opferer sig uafthaengigt af hinanden, er det samlede antal
opringninger derfor godt beskrevet ved en Poissonfordeling. Hvis kun-
derne (f.eks. p.g.a. forsinkelser eller ny kgreplan) reagerer afthsengigt,
bryder modellen naturligvis sammen.

En lidt mere detaljeret model af denne type kunne ga ud pa, at an-
tal opringninger pr. minut er Poissonfordelt med en parameter A, som i
denne sammenhaeng kaldes intensiteten. I praksis vil det naesten al-
tid veere ngdvendigt at lade intensiteten afthzenge af forskellige bag-
grundsparametre, sasom tidspunkt i dggnet, ugedag, arstid osv., men
det ser vi bort fra her (I tilfseldet DSB’s oplysning kan vi maske forestille
o0s, at vi begraenser os til observationer fra tidsrummet 13-14 pa tirsdage i
november, eller lignende). Normalt kender vi ikke A, men observationer
over en laengere periode vil sxtte os i stand til at estimere A ved det
gennemsnitlige antal opringninger pr. minut. Ved dimensioneringsover-
vejelser (fastleeggelse af antal linier, bemanding etc.) kan man herefter
antage, at antal opringninger pr. minut er Poissonfordelt med denne pa-
rameter. Hvis man desuden ved noget om samtalernes laengde, bliver
man herved i stand til at besvare spgrgsmal af typen “hvor mange abne
linier vil sikre, at hgjst 5 % af alle opringninger afvises”, etc.

Eksemplet vedrgrende telefontrafik er naevnt, fordi det er en klassiker
(iseer i forbindelse med dimensionering af telefoncentraler). Lignende
modeller kendes fra adskillige anvendelsesomrader. Her folger nogle ek-
sempler pa antalsvariable, der ofte vil ses beskrevet som Poissonfordelte:
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—antal biler pr. minut, som passerer et givet optaellingssted
—antal trafikulykker pr. dag af en given type i et givet omrade
—antal hospitalsindleeggelser pr. dag i et givet omrade

—antal fadsler pr. dag i et givet omrade

—antal bakterier af en bestemt type i en vandpreve til mikroskopi

osv. osv. Poissonfordelingen er den vigtigste byggesten i sandsynligheds-
teoretiske og statistiske modeller, hvor observationerne er antal.

OPGAVE 3.6.1. A star ved en lidet trafikeret vej og haber pa at fange
en ledig taxa. Der kommer i gennemsnit én hver halve time. Vi antager
derfor, at antal taxaer pr. minut er Poissonfordelt med parameter 1/30,
og at disse antal er uatheengige fra minut til minut.

(a) Hvad er sandsynligheden for at A ma vente mere end 1/2 time?

(b) Hvad er sandsynligheden for at A ma vente mere end 1 1/2 time?
(c) Hvad er sandsynligheden for at A far en taxa allerede for der er gaet
10 minutter?

(d) Vis, at ventetiden, afrundet nedad til helt minuttal, er geometrisk
fordelt med parameter p = 1 — e~1/39 = 1/30, jvf. eksempel 3.5.1.

OPGAVE 3.6.2.

(a) Vis, for X Poissonfordelt med parameter A, rekursionsformlen

A
z+1

P(X=z+1)= P(X =z).

(b) Vis at Poissonfordelingens sandsynlighedsfunktion har et entydigt
maksimum hvis og kun hvis A ikke er et positivt heltal, og at dette mak-
simum i sa fald antages i punktet 2 = [A] (hvor [A] betegner heltalsdelen
af A, dvs. det storste hele tal som er < \).

OPGAVE 3.6.3*%. Lad X; og X5 vaere uathaengige, Poissonfordelte med
parametre A; og Ay. Vis at den betingede fordeling af X, givet X; +
X2 = n, er binomialfordelingen med antalsparameter n og sandsyn-
lighedsparameter Al):f'l>\2. Formulér og bevis et tilsvarende resultat for
k Poisson variable Xi,..., X (her bliver den betingede fordeling en
polynomialfordeling).

3.7. Den negative binomialfordeling.

Lad X1, Xo,... veere uathangige, identisk fordelte 0-1-variable med
P(X; =1) = p. I eksempel 3.5.1 sa vi, at ventetiden T til forste “succes”,
defineret ved T'+ 1 = mindste 7 saledes at X; = 1, er geometrisk fordelt
med parameter p, dvs.

P(T =1t) =p(1-p)* (t € Ny).
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Lad nu T,, betegne antallet af “fiaskoer” for n’te “succes”, altsa
T,, +n = mindste 7 saledes at X; +---+ X; = n.

De mulige veerdier af T;, bliver sa 0,1,2,.... Fordelingen af T,, kan
udledes pa folgende made:

P(T, =t) = P(T, +n_t+n)
PEX1+ -+ Xppn1 =n — 1} N {Xpyn = 1})

(X -+ Xt+n—1 =Nn— 1)P(Xt+n = 1)

( n_; )p”_l(l—p)tp
= (Hz_l)pn(l—p)t-

Denne fordeling kaldes den negative binomialfordeling med antalspara-
meter n og sandsynlighedsparameter p.

EKSEMPEL 3.7.1. En terning kastes indtil den tredje gang viser seks.
Fordelingen af antal kast, som ikke viser seks, er da negativt binomial-
fordelt med n = 3,p = 1/6. Punktsandsynlighederne i denne fordeling

()6 (- 0 )
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Negativ binomialfordeling for n=3, p=1/6

OPGAVE 3.7.1. En mgnt kastes indtil den anden gang viser “krone”.
Hvad er fordelingen af antal “plat” for dette sker? (Tabellér, eller tegn
et pindediagram).

OpGAVE 3.7.2%. Lad T og T’ veere uafheengige, geometrisk fordelte
med parameter p. Vis at T = T + T" er negativt binomialfordelt med
n = 2, samme p. Opgave 3.5.4 kan benyttes. Men resultatet har ogsa en
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intuitiv fortolkning i relation til den geometriske fordelings fortolkning
som fordelingen af “ventetiden til forste succes”. Mere generelt kan det
vises, at en sum af k£ uafhaengige, negativt binomialfordelte variable med
samme sandsynlighedsparameter p og antalsparametre ny,...,ny igen er
negativt binomialfordelt (ny + --- 4+ ng,p). Prov ogsa at forklare dette
resultat (den negative binomialfordelings foldningsegenskab) intuitivt, i
relation til ventetidsfortolkningen.

OPGAVE 3.7.3. Vi betragter samme situation som i opgave 3.6.1, med
den &ndring, at der nu star tre personer A, B og C ved den lidet trafi-
kerede vej og haber pa at fa en taxa. Da de er for generte til at indlede
en samtale, ma de tage hver sin taxa. Hvad er fordelingen af ventetiden,
nedrundet til hele minutter, til den sidste kommer afsted? (ignorer evt.
muligheden for to eller flere taxa—ankomster indenfor samme minut).

OPGAVE 3.7.4. Lad X vare binomialfordelt med antalsparameter n og
sandsynlighedsparameter p .

(a) Eftervis vurderingen

pqu—x + <J; :I: 1>p$+1qn—m—1 + <J; :l_ 2>p$+2qn—$—2 4.

.
()

- (e (4 e e )
()
,

For hvilke veerdier af n, p og x er denne vurdering gyldig?

(b) En mgnt kastes 100 gange. Den betingede sandsynlighed for at fa
netop 90 plat, givet at man far mindst 90, vil da vare ret stor. Benyt
(a) til at preecisere dette.
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