Kapitel 4

MIDDELVEARDI OG VARIANS

4.1. Reelle stokastiske variable.

Heller ikke i dette kapitel skal vi for alvor beskaeftige os med fordelinger
pa den reelle akse. Selv om kapitlet handler om stokastiske variable,
som antager reelle veerdier, vil det i alle tilfaelde dreje sig om variable
med en diskret fordeling, afledt af andre variable pd N, N¥ eller et
lignende udfaldsrum. Men meget af det, der siges, vil ogsa geelde for de
stokastiske variable med kontinuerte fordelinger, som vil blive indfert i
kapitel 5.

Der er det specielle ved diskrete fordelinger pa R, R"™ etc., at en sand-
synlighedsfunktion ma veere nul i langt de fleste punkter. Det er ikke
sveert at indse, at meengden af punkter y € R med P(Y = y) > 0 vil
veere en numerabel mengde (dvs. en maengde, hvis elementer kan ordnes
i en folge); maengden R af reelle tal er langt storre.

EKSEMPEL 4.1.1. Definer, for et givet A > 0, en funktion p: R - R
ved

e‘“}—m, for z € Ny,
p(z) = '

0 ellers.

Denne funktion pa R ses at veere en sandsynlighedsfunktion, som de-
fineret i §3.5. Den tilsvarende fordeling er Poissonfordelingen, her op-
fattet som fordeling pa R.

Alle de fordelinger pa N og Ny vi har indfgrt i kapitel 3 kan pa denne
made fortolkes som fordelinger pa R, ligesom polynomialfordelingen kan
opfattes som en fordeling pa R*. Sadanne udvidelser af udfaldsrummet
vil hyppigt veere underforstaet i det fglgende.

Ved stgtten for en diskret fordeling pa R forstas meengden af punkter
med positiv punktsandsynlighed. Binomialfordelingen har saledes stotte
{0,1,...,n} for 0 < p < 1, medens Poissonfordelingen har stgtte Ng for
A>0.

OPGAVE 4.1.1. Tegn et pindediagram, som viser (sandsynlighedsfunkti-
onen for) fordelingen af X2, nar X er ligefordelt pd mezengden bestéende
af de 21 punkter —1,—-0.9,—-0.8,...,0,...,0.9, 1.

OPGAVE 4.1.2. Vis for en vilkarlig diskret fordeling P med sandsynlig-
hedsfunktion p (f.eks. pa R), at meaengden af punkter y med punktsand-
synlighed p(y) > % bestar af hgjst n — 1 punkter. Slut heraf, at stotten
{y | p(y) > 0} er en numerabel maengde. (Vink: Det gelder abenbart
om at angive en algoritme til nummerering af punkterne i stgtten).
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Middelveerdi 4.2

4.2. Middelveaerdi.

Lad X € {1,...,6} betegne udfaldet af et kast med en terning. Mid-
delverdien eller den forventede verdi af denne stokastiske variable X er

da

1 1+1><2+---+l X6 =23.5

5 X 5 5 = 3.5.
Motiveringen for denne definition er fglgende. Hvis X1, Xo,..., Xy er et
stort antal uafheengige variable med samme fordeling som X (vi taenker

naturligvis pa udfaldene af N terningkast), sa vil gennemsnittet

_ 1
X=—(X{+ -+ X
N(1+ + Xn)

ligge naer ved 3.5. Det er ikke noget, vi kan bevise i gjeblikket, men
det fglger af sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning, fordi vi ifelge
denne vil fa ca. 1/6 1’ere, 1/6 2’ere , ..., 1/6 6’ere i det lange lgb. 1
praksis betyder dette bl.a., at hvis man overvejer at oprette en spillebule,
hvor folk mod betaling af kr. 3.25 kan fa lov at kaste en terning og
derefter fa det antal kr. udbetalt, som gjnene viser, sa vil man ikke na
langt i denne branche. Hvis man derimod saetter prisen op til kr. 3.75,
kan det blive en god forretning — under forudsatning af at et stgrre
antal personer bliver grebet af dette kedsommelige spil.

Dette eksempel leegger op til fglgende

DEFINITION. Lad Y vere en stokastisk variabel pa R med sandsyn-
lighedsfunktion q. Ved middelverdien eller den forventede verdi at 'Y
forstas da stgrrelsen

yeER

Vi vil ofte udelade parenteserne og skrive f.eks. EY i stedet for E(Y'), nar
dette kan ske uden fare for misforstaelser. Betegnelsen “E” skyldes det
engelske ord expectation for forventning eller forventet veerdi (ligesom
standardbetegnelsen P for et sandsynlighedsmal naturligvis skyldes, at
sandsynlighed pa engelsk hedder probability). Vi har her valgt at skrive
E’et som ikke-kursiveret, for at undga forveksling med udfaldsrummet
E.

Selv om vi omtaler middelveerdien som en stgrrelse, der er knyttet til
den reelle stokastiske variabel Y, er det klart, at denne stgrrelse i virke-
ligheden snarere er knyttet til Y’s fordeling. Vi vil ogsa omtale E(Y)
som denne fordelings middelvaerdi.

Definitionen ovenfor kraever en uddybning, fordi summen Y ¢(y)y ikke
altid er veldefineret. Vi kan dele op i tre tilfeelde:

(1) Fordelingen af Y har endelig stotte, dvs. g(y) = 0 uden for en
mangde bestaende af endeligt mange punkter y1,...,y,. I sa fald setter
vi naturligvis

EY) =qy)yr + -+ q(Yn)n.
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Middelveerdi 4.2

(2) P(Y > 0) =1, dvs. q(y) = 0 for y < 0. Isa fald er >° g a(y)y
en sum af ikke-negative led, og konvergens defineres som i §3.5. Hvis
summen er divergent, siger vi at middelvaerdien ikke er defineret, eller
skriver evt. E(Y) = +o0.

(3) Hvis stotten ikke er endelig, og hvis Y antager bade positive og
negative vaerdier med positiv sandsynlighed, kraever vi, at de to summer

> alyy  og D aly)(-y)

y>0 y<0

af ikke-negative tal er definerede. Denne betingelse er abenbart skviva-
lent med

> a)lyl < +o0

yeR

eller (som vi skal se senere, jvf. Seetning 4.2.1)
E|Y| < 4o0.

Hvis betingelsen er opfyldt satter vi

EY)=> awy—>_ aw)(-y).

y>0 y<0

I modsat fald tilleegges Y ikke nogen middelvaerdi.

Bemeerk, at hvis en reel stokastisk variabel Y er begrenset, dvs. hvis der
for et eller andet tal ¢ > 0 geelder P(]Y| > ¢) = 0, sa vil EY altid vaere
veldefineret.

EkSEMPEL 4.2.1. Lad Y vere binomialfordelt (n,p). Da er

E(Y) = En: <Z>py(1 -p)" Yy

~ n! _
S LG TP
_ . (n — 1)' y—1 n—1)—(y—1
=L T m oD -G T
_np7

hvor sidste lighedstegn fglger af, at summen i naestsidste udtryk netop
er sum af punktsandsynlighederne i binomialfordelingen med antalspa-
rameter n — 1 og sandsynlighedsparameter p.

Nar man tenker pa binomialfordelingens definition, forekommer dette
ikke urimeligt. Det forventede antal “succes’er” er naturligvis antallet
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af forsgg ganget med sandsynligheden for “succes” i det enkelte forsgg,
jvf. sandsynlighedsregningens frekvensfortolkning.

SAETNING 4.2.1. Lad X wvere en stokastisk variabel pa E med fordeling

P og sandsynlighedsfunktion p, og lad f: E — R vere en funktion. Det
gelder da, at Ef(X) er defineret hvis og kun hvis Y g p(x)|f(z)| <
+00, 0g i sa fald er

Ef(X) =) p(x)f(w)

zeE

(hvor summen pa hgjre side, om ngdvendigt, defineres ved opdeling i
positive og negative led, juf. (3) ).
BEvis. Sandsynlighedsfunktionen ¢ for Y = f(X) er givet ved

) =PY =y)=PXecf )= > p).
z:f(z)=y

Betingelsen }° g q(y)|y| < +oo for at middelveaerdien af Y er defineret,
kan derfor skrives

S (X vl <+

YyeER i f(z)=y

Ved hjelp af en simpel regel for dobbelt summation (hvis formulering
og bevis overlades til laeseren) omskrives denne betingelse til

> p@)|f(x)] < +oe.

zeE

Hermed er satningens forste pastand bevist. Ved beviset for den anden
kan vi indskraenke os til tilfeeldet hvor f(x) > 0 for alle z, idet det
generelle tilfaelde let folger ved opdeling i to summer svarende til f(z) >
0 og f(x) < 0. Ved hjalp af ovennaevnte regel for dobbelt summation
fas

EY =Y a)y=) < > p(w)>y

YER yER z:f(z)=y
=2 < > p(ﬂ?)f(iﬂ)) = p(x)f(x).
yeR “a:f(z)=y ©€E

EKSEMPEL 4.2.2. Lad (X, X2) betegne udfaldet af et kast med to
terninger. En reel stokastisk variabel Z5 defineres som i eksempel 1.4.1.
ved Zs = X7 V X5. Punktsandsynlighederne i Z5’s fordeling ses da at
veere 1/36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36 og 11/36. Heraf fas

1 3 11
By = — X142 x24 b = x 6= 4.472.
2= g5 Nt T gg <At g
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Konklusionen af seetning 4.2.1 er i dette tilfzelde, at vi ogsa kan udregne
denne middelvaerdi som

6 6
1
EXl\/XZ 2223—.1'1\/.7]2 —4472

Seetningen kan sammenlignes med de (definitionsmeessigt fastsatte) reg-
ler for udregning af sandsynligheder, som blev diskuteret i forbindelse
med indfgrelsen af stokastiske variable i §1.4. Man kan sige, at saet-
ningen generaliserer disse regler til ogsa at gaelde for beregning af mid-
delveaerdier.

SETNING 4.2.2. For reelle stokastiske variable Y, Yy, Ya, ... med
middelverd: gelder

(a) E(a+bY) =a+ bEY (a,b e R),

(b) EYi+Ys+:--+Y,) =EY; +EYs+ .-+ EY,,.
Huvis Y1,Ys,...,Y, er stokastisk uafhengige gaelder endvidere

(c) E(Y1Ys...Y,) =EY1 x EY2 X ... x EY,,.

Bemaerk: I (b) og (c¢) underforstas naturligvis, at Y7,...,Y, er givet
som reelle funktioner af samme “baggrunds” variabel. Dette vil vaere
underforstaet overalt i det folgende, nar vi taler om flere stokastiske
variable.

BEvis. (a) og (b) kan (med betegnelsen p for den underliggende vari-
abels sandsynlighedsfunktion og f, f1, ... for de funktioner, der definerer
Y,Y1,...) omskrives til

(a) D p@)(a+bf(x)=ad p@)+b> ple)f(x)

) Y p(@) (fl@) + -+ fal@) = D p@) ful@)+ -+ p(x)

Beviset for, at disse simple relationer er gyldige (ogsa for uendelige sum-
mer) overlades til leeseren. Reglen (c) folger af en regel for “n-dobbelt
summation af produktled”, som vi ngjes med at opskrive i tilfzeldet
n = 2. Hvis vi lader ¢; og g betegne sandsynlighedsfunktionerne for Y;
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og Ys, sa er (pa grund af antagelsen om uathengighed) sandsynligheds-
funktionen for (Y7, Y2) givet ved q(y1,y2) = q1(y1)q2(y2). Heraf folger
(idet vi opfatter Y1Ys som afledt af (Y7,Y3)) at

EY 1Y, = Z q1(y1)q2(y2)y1y2
(y1,92)ERXR

-3 (X atmin)

y1€ER My2€R

_ Z Q1(y1)y1< Z 612(212)?42)

y1ER y2€R
= Y ai(y)yEYz = EY; x EY,.
y1€ER

Igen har vi kun benyttet helt elementeaere regneregler for (evt. uendelige)
summer.

Indikatorfunktioner. For en delmsengde A af E defineres en funktion

14: F— R ved
1 forxe A,

0 ellers.

1a(z) = {

Denne funktion kaldes indikatoren for meengden A. For en stokastisk
variabel X pa E skrives ofte 1;x¢y eller blot 14 for den afledte reelle
variabel 14(X), som antager veerdien 1 hvis heendelsen A indtraeffer, 0
ellers. Der gaelder abenbart

EI{XEA} = P(X S A)

Sandsynligheden for, at en hazendelse indtraffer, kan pa denne made
fortolkes som den forventede veerdi af haendelsens indikator. Omvendt
gaelder, for en vilkarlig funktion af formen

f=a1la, +---+ayly,

(en sakaldt trappefunktion) at middelvaerdien af den reelle variabel f(X)
kan beregnes som

Ef(X) = a1 P(A)) + -+ anP(Ay).

Altsa: middelveerdien af en linearkombination af indikatorer for haen-
delser kan udregnes som samme linearkombination af heendelsernes sand-
synligheder. T tilfaeldet, hvor E er endelig, kan enhver funktion skrives
pa denne form, sa man kan i dette tilfaelde opfatte relationen som en
(alternativ) definition af middelvaerdioperatoren E.
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Bemeaerk, at de almindelige maengdeoperationer svarer til algebraiske
operationer med indikatorfunktioner, efter fglgende regler:

lang = 1alg,

lauB=1a+1p —14lp,

lA\B:(lA—IB)\/O (:lA—leOI‘BgA).
EKSEMPEL 4.2.3. I eksempel 4.2.1 indsa vi ved direkte udregning, at
middelvaerdien i binomialfordelingen er np. Det folger ogsa af, at bi-
nomialfordelingen pr. definition er fordelingen af X; + --- + X,,, hvor

X1,..., X, er indikatorer for haendelser med sandsynlighed p, saledes at
(ifolge seetning 4.2.2 (b))

E(X:+ -+ X,) =EX; +---+EX,, =nEX; =np.

EKSEMPEL 4.2.4. Middelverdien i Poissonfordelingen fas ved folgende
udregning:

et B AT - )\(m 1)
N ] —A§3 RrE

=0 =1

(idet summen i naestsidste udtryk er summen af Poissonfordelingens
punktsandsynligheder). Parameteren i Poissonfordelingen kan altsa for-
tolkes som dens middelvaerdi. Bemaerk overensstemmelsen med Poisson-
fordelingens foldningsegenskab (sztning 3.6.1) i forbindelse med satning
4.2.2 (b). Bemeerk ogsa overensstemmelsen med Poissonfordelingens for-
tolkning som graense for binomialfordelinger med middelvaerdi np — .

EKSEMPEL 4.2.5.  Middelveerdien i den hypergeometriske fordeling
kan beregnes ved fglgende argument. Lad kuglerne vaere nummereret
1,...,N, og lad A; betegne den handelse, at kugle nr. ¢ er blandt de n
udtagne. Sa er 14, + -+ 14, = n, hvoraf folger (da disse indikatorer
naturligvis ma have samme middelvaerdi) at

1 n
P(A;)) =Els, = —E(1 ! = —.
(4i) 4= pBEQa 4t lay) =
Hvis de rgde kugler har numrene 1, ..., R fas saledes
n R
ET:E(1A1++1AR) :RN :TLN
EKSEMPEL 4.2.6. Middelveerdien i den geometriske fordeling kan

beregnes pa folgende made:

ET =Y p(l—p)'z=(1-p)) p(l-p*"
—m(EQM1—mwi+EQM1—mw4@—1Q

= (1-p(1+ET),
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hvoraf .
BT = — 2.
p

Det forventede antal “plat” for forste “krone” i en serie af mgntkast er
saledes =25 — 1, og det forventede antal slag for forste sekser i en serie

0.5
af terningkast er 11/14 6 — 5.

I opgave 3.7.2 sa vi, at summen af to uathaengige, geometrisk fordelte
variable med parameter p ville veere negativt binomialfordelt med n = 2
og samme p. Heraf folger umiddelbart, at middelvaerdien i den negative

binomialfordeling med antalsparameter 2 er 2%. Generelt gaelder, at

middelvaerdien i den negative binomialfordeling med parametre (n,p)
er n%. Det kan bevises ved et lignende argument, eller ved en mere
direkte beregning, se opgave 4.2.5. Det forventede antal “platter” for
n’te “krone” i en serie af mgntkast er saledes n, og det forventede antal
ikke—seksere for tredje sekser i en serie terningkast er 15 (jvf. eksempel
3.7.1 med tilhgrende figur). I opgave 3.7.3 har ventetiden, til den sidste
af de tre personer far fat i en taxa, en forventet veerdi pa 1% time. Og
for vores cyklist C (eksempel 3.6.2) geelder, at hvis hun tager afsted med
lappegrej til 2 punkteringer og kgrer videre til den bitre ende, sa er den
forventede leengde af hendes tur netop 1000 km.

OPGAVE 4.2.1. Udregn middelveerdien i den hypergeometriske fordeling
direkte ved hjezlp af sandsynlighedsfunktionen.

OPGAVE 4.2.2*%. Lad X vere en stokastisk variabel pa Ny. Vis at

EX = iP(X > ).

n=0

OPGAVE 4.2.3*%. Additionssaetningen ((2) i §1.3) og opgave 1.3.3 angav
formler for henholdsvis P(A; U As) og P(A; U As U Ag), udtrykt ved
sandsynligheder for fallesmaengder mellem handelserne A;. Vis den
generelle formel

n

P(AjU---UA,) =) (-1)F > P(A;, N---NA;,).
k=1 1<11 <2< <1, <n

Formlen kan vises ved induktion efter n; men grunden til, at vi har
udskudt den til nu, er at den er nemmere at gennemskue, nar man
teenker pa sandsynligheder som middelvaerdier af indikatorfunktioner.
Begynd med at vise at

1A1U"'UAn - 1— (1—1A1)(1—1An)

n
= (~1)kH > la, ... la, .
k=1

1<in <o < <@g <n
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OPGAVE 4.2.4. Benyt opgave 4.2.3 til at lgse folgende klassiske pro-
blem, kaldet rencontreproblemet: n breve, nummereret 1,...,n, legges
tilfaeldigt i » konvolutter, ligeledes nummereret 1,...,n. Hvad er sand-
synligheden for, at ikke et eneste brev kommer i konvolutten med samme
nummer? (Vink: Lad A; betegne den handelse at det i’te brev kommer
i konvolut nr. i; sa er det ikke svaert at beregne sandsynligheder for
haendelser af formen A;, N---N A, ).

Det mest interessante ved dette problem er dets lgsning. Den efter-
spurgte sandsynlighed viser sig at blive

11111 il
B TR TIE Y &

som ifglge eksponentialfunktionens raekkeudvikling konvergerer mod e~!
= 0.36788 for n — oo. Konvergensen er meget hurtig. I praksis er
lpsningen uafhaengig af n, nar blot n er stgrre end ca. 7.

OPGAVE 4.2.5. Beregn middelvaerdien i den negative binomialfordeling
ved hjalp af sandsynlighedsfunktionen. (Vink: Man kan enten bruge et
lignende trick som i eksempel 4.2.6 for den geometriske fordeling, eller
man kan skrive udtrykket for middelvaerdien om pa en sadan made, at
den uendelig sum (pa naer en faktor som szttes udenfor) bliver summen
af punktsandsynlighederne i den negative binomialfordeling med samme
p og antalsparameter n + 1).

OPGAVE 4.2.6*. Vis, at der for reelle stokastiske variable med velde-
fineret middelveerdi geelder

(a) X <Y = EX < EY,

(b) [EX] < E|X].

(c) E|X| = 0 hvis og kun hvis P(X =0) = 1.
(d) (Markovs ulighed) For ethvert a > 0 er

ElX]|

P(|X|>a) <
a

(Vink: Bemeaerk at 1{|X|Za} < ﬁ)

a
Bemerkning: I spgrgsmal (a) underforstas naturligvis, at de to stoka-
stiske variable er givet som funktioner af samme “baggrunds” variabel
— ellers har det jo ikke mening at antage X <Y.
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4.3. Varians og standardafvigelse.

DEFINITION. Ved wvariansen for en reel stokastisk variabel Y forstas
storrelsen

var(Y) = E (Y — EY)?) = E(Y?) — (EY)?,

hvor den sidste omskrivning (som fglger af simple regneregler for mid-
delvaerdier) overlades til leseren. Kvadratroden af variansen kaldes
standardafvigelsen eller spredningen.

Hvis E|Y| = 400 eller E(Y?) = +o00 er variansen ikke defineret. En
tilstraekkelig betingelse for at variansen er defineret er, at E(Y?) < +oc.
Det folger af, at der i sa fald ogsa vil geelde E|Y| < +oo, fordi |Y]| <
Y2+1

Ligesom middelveerdien er variansen en stgrrelse, der alene er knyttet
til fordelingen af den stokastiske variabel Y. Vi vil ogsa omtale var(Y")
som denne fordelings varians.

EKSEMPEL 4.3.1. Binomialfordelingens varians kan udregnes pa fgl-
gende made. Betragt forst, for S binomialfordelt (n,p), den stokastiske
variabel S(S — 1) = S? — S. Middelveerdien af denne kan udregnes
saledes:

M:

ES(S —1) = (Z)ps(l — )" os(s — 1)
. n! S n—s
=L oo )
— n(n _ 1)p2 2 (787’ : :>ps—2(1 _ p)(n—2)—(s—2)
=n(n —1)p?,

fordi summen i naestsidste udtryk blot er summen af punktsandsynlig-
hederne i binomialfordelingen med parametre (n — 2, p).

Heraf fas

var(S) = E
E

n

5% — (ES)?

(
(8?2 — S)+ES — (ES)?

(n — 1)p* +np — (np)?
n(p — p?) = np(l — p) = npq.

Binomialfordelingen med antalsparameter 100 og sandsynlighedsparam-
eter 0.5 har saledes varians 100 x 0.5 x 0.5 = 25 og standardafvigelse

V25 =5.
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0.08 —

0.06

0.02-

T T T T T
30 35 40 45 50 55 60 65 70

Binomialfordelingen (100, 0.5).

Pa tegningen viser de lodrette linier intervallet 50 £ 5. Formalet er at
illustrere, hvorledes standardafvigelsen kan fortolkes som fordelingens
“bredde” (eller spredning). For fordelinger med et sa paent, klokke-
formet udseende som denne gzelder seedvanligvis, at ca. 70% af sandsyn-
lighedsmassen findes i intervallet EY + y/var(Y), medens omkring 95%
af sandsynlighedsmassen findes i det dobbelt sa store interval fra EY —
2y/var(Y) til EY + 2y/var(Y).

Fortolkningen af standardafvigelsen som et mal for spredningen (og mid-
delveerdien som en slags centrum for fordelingen) understottes af fol-
gende regel for “omskalering”: Hvis vi ud fra en reel stokastisk variabel

Y danner en ny ved
Y' =a+bY,

sa vil middelveerdi, varians og standardafvigelse for den nye variabel
vaere givet ved

EY' = a + bEY,
var(Y’) = b?var(Y),

vvar(Y') = |b|y/var(Y).

EKSEMPEL 4.3.2. Lad S vare binomialfordelt (n,p), og betragt den
stokastiske variable S’ = S/n. Fordelingen af S’ vil s& have stgtte
{0, %, %, ..., 1}, og S" kan fortolkes som den relative hyppighed af en
heendelse med sandsynlighed p i n uatheengige gentagelser af et forsgg.

p(l=p)

Bemzaerk at standardafvigelsen aftager nar n vokser. Fordelingen af
den relative hyppighed vil saledes samle sig omkring sin middelvaerdi
p for n — oo, jvf. hvad der er sagt i §1.1 om sandsynlighedsregningens
frekvensfortolkning.

Ifplge ovenstaende regneregler er ES’ = p og (/var(S’) =

Den ekstreme situation, hvor variansen er 0, er beskrevet ved folgende
definition og saetning:
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DEFINITION. En reel stokastisk variabel siges at veere udartet hvis der
for et yo € R geelder P(Y = yo) = 1. Fordelingen af Y kaldes da den
udartede fordeling i punktet yq.

SETNING 4.3.1.  En reel stokastisk variabel Y er udartet hvis og kun
hvis var(Y) = 0.

BEVIS. Det er klart, at hvis fordelingen af Y er udartet i punktet

Yo, sa er EY = yg og var(Y) = 0. Omvendt, hvis vi lader ¢ betegne
sandsynlighedsfunktionen for Y’s fordeling og satter yo = EY, sa er

var(Y) = Z(y —90)%q(y).

Men denne sum af ikke negative led kan kun vere 0, hvis alle dens led
er 0, og det betyder netop at g(y) = 0 for y # yo. Sammenlign i gvrigt
med opgave 4.2.6 (c).

EKSEMPEL 4.3.3. Variansen i Poissonfordelingen kan udregnes pa
folgende made: Lad X vere Poissonfordelt med parameter A. Sa er

EX(X -1)=¢e? Z &x(x —1) =AY TED P

hvoraf

var(X) = E(X(X — 1)) + EX — (EX)2 = X2 + X - A2 = )\,

OPGAVE 4.3.1. Angiv middelveerdi, varians og standardafvigelse for
(a) Indikatoren 14 for en haendelse A med sandsynlighed p.

(b) En variabel som er ligefordelt pa {1,2,3,4,5,6}, f.eks. antal gjne ved
et slag med én terning.

(c) Summen af gjnene i et slag med to terninger.

(d) En variabel som er ligefordelt pa {1,2,...,n}. (Vink: 124+224...+
n? = in(2n+1)(n+1)).

OPGAVE 4.3.2*%. For en reel stokastisk variabel Y defineres andet mo-
ment omkring o € R som E ((Y — p)?). Vis at denne storrelse, som
funktion af p, antager sin mindste veerdi var(Y') for p = EY.

OPGAVE 4.3.3*. Vis at variansen i den negative binomialfordeling er
L. (Vink: Udregn ET,, (T, —1) = Y52, ("7 Hp™ (1 —p)tt(t — 1) ved
at saette nogle faktorer uden for summationstegnet pa en sadan made, at
det der bliver tilbage er summen af punktsandsynlighederne i en negativ
binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p og antalsparameter
n+2).

OPGAVE 4.3.4. En mgnt kastes indtil den 500 gange har vist krone.
Hvad er middelvaerdi og varians for det samlede antal kast?

64



Kovarians og korrelation 4.4

OPGAVE 4.3.5. Vis, for en reel stokastisk variabel Y, at hvis
P(Y € a,b]) =1,

sa er )
a<EY <b og var(Y) < ;a'

(Vink: Angdende den sidste ulighed, vis at E ((Y — %£2)2) < (b_T“)Q,

og benyt opgave 4.3.2). For hver af disse uligheder, hvornar gzelder der
lighedstegn?

OPGAVE 4.3.6. En stokastisk variabel X har middelvaerdi 5 og varians
2. Hvad er E(7 + 8X + X?)?

OPGAVE 4.3.7. To terninger kastes indtil summen giver mindst 11.
Hvad er middelvaerdi og varians af det samlede antal kast?

OPGAVE 4.3.8. Lad X vare Poissonfordelt med parameter A. Hvad er
E (2X)?

4.4. Kovarians og korrelation.

DEFINITION. For reelle stokastiske variable X og Y defineres kovari-
ansen mellem X og Y ved

cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — (EX)(EY).

Definitionen forudsastter naturligvis, at X, Y og (X — EX)(Y — EY)
har veldefinerede middelveerdier. Dette vil for eksempel vaere tilfaeldet,
hvis E(X?) < 400 og E(Y?) < 400 (dvs. X og Y har veldefinerede
varianser), idet der jo geelder

X|<X?2+1,  |[V]<Y?+1,

(X —EX)(Y —EY)| < =(X —EX)2 + %(Y —EY)2.

(NN

Omvendt vil man normalt kun tale om kovariansen mellem X og Y i
dette tilfelde. Det kan ganske vist forekomme, at kovariansen er velde-
fineret selv om X og/eller Y ikke har en varians, men i denne situation
har kovariansen sjaeldent interesse.

Under diskussionen af middelveerdi og varians bemaerkede vi, at disse
storrelser i virkeligheden er karakteristiske for fordelingen, snarere end
for den stokastiske variable. Tilsvarende gaelder, at cov(X,Y) er givet
ved den simultane fordeling af X og Y, altsa den (diskrete) fordeling pa
R? =R x R af (X,Y).

Fglgende regneregler eftervises let:
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Kovarians og korrelation 4.4

cov(X, X) = var(X),
cov(X,Y) = cov(Y, X),
cov(X,aY +bZ) =acov(X,Y) + beov(X, Z).

Betydningen af kovariansen cov(X,Y) ligger blandt andet i, at den sam-
men med de to varianser var(X) og var(Y') indeholder information om
variansen for en hvilken som helst linearkombination af X og Y, idet der
(som man let ser ved hjalp af regnereglerne ovenfor) gaelder

var(aX + bY) = a®var(X) + b?var(Y) 4 2abcov(X,Y).

DEFINITION. Lad X og Y veere reelle stokastiske variable med varians
> 0. Korrelationen mellem X og Y, ogsa kaldet korrelationskoefficienten
i fordelingen af (X,Y), er da sterrelsen

cov(X,Y)
Vvar(X)var(Y)'

corr(X,Y) =

Korrelationen kan fortolkes som kovariansen mellem de to standardise-
rede eller normerede variable

X —-EX Y -EY

Xo= 2 Vo=
V/var(X) /var(Y)

Der gelder jo

X —-EX Y - EY

V/var(X) - var(Y)

Her kan den standardiserede variabel X, karakteriseres som den (enty-
digt bestemte) variabel af formen a + bX, b > 0, der har middelveerdi 0
og varians 1 (og tilsvarende for Yp). Korrelationen er saledes uathaengig
af valget af nulpunkt og enhed pa de skalaer, hvor X og Y males. Kor-
relationen er et mal for de to variables grad af “samvariation”. Dens
vigtigste egenskaber fremgar af fglgende satning:

cov(Xo, Yy) = E(XoYy) =E ( ) = corr(X,Y).

SETNING 4.4.1.
(a) |corr(X,Y)| < 1.

(b) corr(X,Y) = +1 hvis og kun hvis der for passende o, 3 € R gelder
Y = a+ BX (hvor verdien 1 af korrelationen svarer til B > 0, verdien
-1 tlp<0).

(c) Hvis X og Y er stokastisk uafhangige er corr(X,Y) = 0.

Bemerkning. Hvis corr(X,Y) = 0 siges X og Y at vaere ukorrelerede;
(c) udtrykker saledes, at uathengighed medfgrer ukorrelerthed.
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BEVIS. (a) folger af, at
Lo 1o
corr(X, Y)| = [E(XoY0)| < E|XoYo| < B (X5 +5¥3) = 1.

Antag, at corr(X,Y) = E(X(Y)) = 1. Differensen X, —Y} har da varians

var(Xo — Yp) = E ((Xo — Yp)?)
=E(X3) + E(YY) - 2E(X(Yp) =1+1-2=0.

Ifglge saetning 4.3.1 geelder sa Xg — Yy = 0, dvs. Xy = Yp. Dette er
abenbart akvivalent med eksistens af en lineser relation af typen Y =
a + BX for f > 0. Tilsvarende ses, at hvis corr(X,Y) = —1, sa vil
Xo + Yy have varians 0, hvoraf fglger Xy = —Yj, hvoraf igen fglger
eksistensen af en tilsvarende linezer relation med 8 < 0. Endelig folger
(c) umiddelbart af saetning 4.2.2 (c).

EKSEMPEL 4.4.1. (Empirisk fordeling). Lad (z1,y1),. .., (Tn,Yn) veere
givne talpar. Vi kan teenke pa n par af samhgrende malinger, f.eks.
hgjde og vaegt for n personer. Ved den empiriske fordeling af disse ob-
servationer forstas ligefordelingen pa mangden bestaende af de n givne
talpar, fortolket saledes, at hvis to eller flere af disse talpar er sam-
menfaldende, sa far det tilsvarende punkt i R? sandsynlighed %, % etc.
svarende dertil. En stokastisk variabel (X,Y) med denne fordeling kan
opfattes som en observation, der er tilfeeldigt udvalgt blandt de n givne.
For en sadan stokastisk variabel gaelder

1
EX=Z=—(x1+ -+ z,),
n
1
BY =g=_(y+ - +ua),
1
X)=— i__27
var(X) nZ(az T)
1
Y)=— i__27
var(Y) =~ (yi —7)

cov(X,Y) = % Z(wz —7)(yi — ¥),
Y(xi—z)(yi —v)

Y (7= » e

Her er Z (den empiriske middelveerdi) og 1 3" (z; — Z)? (den empiriske
varians) velkendte storrelser fra deskriptiv statistik, knyttet til den én-
dimensionale empiriske fordeling af z’erne (bortset fra, at man seedvan-
ligvis dividerer med n — 1 i stedet for n ved udregning af den empiriske
varians, se opgave 4.4.2). Storrelsen = > (z; — Z)(y; — §) er kendt som
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den empiriske kovarians (idet man dog ogsa her plejer at normere med
n — 1, ikke n). Den sidste storrelse corr(X,Y) kaldes naturligvis den
empiriske korrelation. Fortolkningen af denne er, at hvis der pa neer
sma afvigelser geelder y; ~ a+ fz;, B > 0, svarende til at de todimensio-
nale observationer grupperer sig omkring en linie med positiv haldning,
sa vil den empiriske korrelation vaere neer ved 1. Tilsvarende vil en em-
pirisk korrelation naer —1 vaere tegn pa, at observationerne grupperer sig
omkring en linie med negativ haeldning. Hvis den empiriske korrelation
er naer 0 er der ingen afhaengighed (af denne simple art) mellem x’er
og y’er. Pracis hvor neer 0, den empiriske korrelation skal veere, for at
dette kan konkluderes, siger ovenstaende ikke noget om. En tommelfin-
gerregel, som ikke kan begrundes her, gar ud pa, at hvis den empiriske
korrelation ligger inden for graenserne +2/4/n, sa er der ikke tegn pa en
sadan sammenhang.

EKSEMPEL 4.4.2. Seetning 4.4.1. viser, at uathaengighed medfgrer ukor-
relerthed. At det omvendte ikke er tilfseldet, ser man let ved at betragte
ligefordelingen pa de fire punkter (0,1), (1,0), (0,-1) og (-1,0) i R%. Her
er X og Y ukorrelerede, men ikke uafhzengige (hvorfor ikke?).

SETNING 4.4.2. Lad Yy,...,Y, vere parvis ukorrelerede reelle stokasti-
ske variable. Da er

var(Yy + -+ Y,) = var(Yy) + - - - + var(Y,).

Bemerkning: Denne “additionsregel”, som altsa specielt galder hvis
Y1, ..., Y, er uathengige, er en af grundene til, at varians og standard-
afvigelse ma anses for mere naturlige “spredningsmal” end sa mange
andre, man kunne hitte pa (f.eks. E|Y — EY).

BEvis.
var(Yi +---+Y,)
E(((Y1+"'+Yn)—E(Y1+---—|-Yn))2)
E(((Yl EY1)+...+(Y _EY. ))2)

M

E(Y; — EY;) +2Z Z (Y; — EY;)(Y; — EY;)
1=1 =1 j=i+1
=var(Yy) + - - + var(Y,),

idet alle kovarianserne i dobbeltsummen er 0, ifglge antagelsen.

EKSEMPEL 4.4.3. I eksempel 4.3.1 udregnede vi variansen i binomial-
fordelingen direkte ud fra sandsynlighedsfunktionen. Nu kan vi ggre det
lettere. Antag S = X1 +---+4+ X,,, hvor X7, ..., X,, er uathsengige 0-1-
variable med EX; = P(X; = 1) = p. Sd er var(X;) = E (X; —p)?) =
(1—p)p®+p(1—p)? = p(1—p). Af seetning 4.4.2 fglger det umiddelbart,
at

var(S) = var(Xy + -+ + X,,) = nvar(Xy) = np(l — p).
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EKSEMPEL 4.4.4. Variansen i den hypergeometriske fordeling kan bereg-
nes ved folgende argument. Ligesom i eksempel 4.2.5 lader vi A; betegne
den handelse, at kugle nr. ¢ kommer med blandt de n udtagne, saledes
at 7 =14, + -+ 14,. Indikatorfunktionerne 14, er ikke uathsengige.
Der geelder, som vi sa i eksempel 4.2.5,

n
ElAi = N?

og dermed (da 1% =14,),
n
E(1%) = —.
13- 2

For i # j er (ifglge et argument som ikke gennemgas her, da vi har set
det for)

E(lAilAj) = ElAZﬂAJ- = P(Al ﬂAj)
nn-—1
NN-1

= P(A;)P(Ai | Aj) =
Heraf folger at

E(r?) =E((1a, +---+ 1AR)2)
R

Sy B(E) 42 Y Bl

1=1 1=1 j=t+1

n R\n n—-1
19 _

RNjL <2>NN—1

Rn  R(R—1)n(n—1)
N(N —-1) '

-N

Men sa er
var(r) = E(r?) — (Er)?
_Rn  RR-Dn(n-1) (@)2
N N(N —-1) N )’
hvilket, med lidt besveer, kan omskrives til

() = (1- )
Var—nN N N—l

Bemaerk, at denne varians er mindre end variansen n(£)(1—£) i den til-
svarende binomialfordeling. Det skyldes, at udtagnlng uden tilbagelaeg-
ning har en slags “selvstabiliserende” egenskab, som sgrger for at andelen
af rgde kugler i stikprgven gennemgaende kommer naermere pa sin mid-
delveerdi £ ~> end hvis udtagningen sker med tilbageleegning. Hvis man
f.eks. pa et tidspunkt under stikprgveudtagningen har en overreprassen-
tation af rgde kugler i stikprgven, vil den deraf folgende underrepraesen-
tation af rgde kugler blandt dem der er tilbage i kassen, bevirke at man
i de folgende udtagninger far en rgd kugle med sandsynlighed < %.
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OPGAVE 4.4.1. Lad (S1,...,Skx) € N¥ veere polynomialfordelt af orden
k med antalsparameter n og sandsynlighedsparametre py,...,pg. Vis at

var (S;) = np;(1 — p;),
cov (S;, Sj) = —npip; (i # j).

Hvad er korrelationen mellem S; og S; 7 Hvornar er den —1 7 (Vink:
Ifglge opgave 3.4.3 er S;, S; og S; + S; binomialfordelte med antals-
parameter n og sandsynlighedsparametre henholdsvis p;, p; og p; + p;.

Udtryk var(S; + S;) ved varianserne af S; og S; og kovariansen mellem
disse).

OPGAVE 4.4.2. Lad X3, ..., X, veere uathengige, identisk fordelte med
middelvaerdi p og varians o2, Saet X = L(X; + -+ + X,,), og definer
den empiriske varians s? ved

- D (X - X)2.

n—1

Vis at E(s?) = o2.

OPGAVE 4.4.3. Lad X;, X5 og X3 veere identisk fordelte, uafhaengige
reelle stokastiske variable med veldefineret varians > 0. Vis at

1
COI‘I‘(Xl + Xz, Xz + Xg) = 5

4.5. De store tals lov.

SETNING 4.5.1 (Chebychevs ulighed). Lad X wvere en reel stokastisk
variabel med middelverdi p og varians o%. Da gelder, for ethvert positivt
tal a,

0.2

P(|X_H|Za)§¥-

Bevis. Af uligheden

(z — p)?
He-wrzey = 3

som gaelder for alle z € R, folger at

P(IX —p > a) = P((X — p)* > a?)

(X —p)? _ o?

=B (Lx-mezary) SE—j >

a a
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Sammenlign i gvrigt med opgave 4.2.6 (d).

EKSEMPEL 4.5.1. Hvis X har middelveerdi 0 og varians 1 er |X| > 10
med sandsynlighed hgjst 1%.

SETNING 4.5.2 (De store tals lov). Lad X1, Xs,... vere uafhengige,
identisk fordelte med EX; = p og E(X?) < +o00. Da gelder, for ethvert
e >0,

X4+ X,
P(‘ SR —/1,‘<6>—>1
n
for n — oo.

BEVIS. Da gennemsnittet X,, = ~(X; 4 --- + X,,) har middelveerdi p
og varians

var(X,,) = % (var(Xy) + -+ -+ var(X,)) = %var(Xl),

er ifglge setning 4.5.1

Lvar(X)

P(|Xn—/1;|26)§ 2 )

€

hvoraf satningens pastand umiddelbart fglger.

Seetning 4.5.2 er kun den simpleste version af de store tals lov. Der
findes andre varianter, som vi ikke vil bevise her. En af dem gar ud pa,
at antagelsen E(X?) < 400 kan undvares (medens betingelsen E|X;| <
+o0 naturligvis er ngdvendig, ellers er saetningen jo meningslgs).

I tilfzeldet hvor Xi,..., X,, er indikatorer for en haendelse med sand-
synlighed p i uathaengige gentagelser af samme forsgg, er konklusionen
af seetning 4.5.2 dbenbart, at den relative hyppighed X,, af haendelsen
vil konvergere mod p, i den forstand at vi for ethvert ¢ > 0 kan fa
P(p—e < X,, < p+ e) vilkarligt nzer pa 1 ved at veelge n stor nok.
Denne form for konvergens af en fglge af stokastiske variable kaldes kon-
vergens i sandsynlighed. Generelt udtrykker de store tals lov saledes, at
gennemsnittet af n uafheengige variable med samme fordeling vil kon-
vergere i sandsynlighed mod fordelingens middelvaerdi for n — oo (jvf.
indledningen til §4.2).

OpPGAVE 4.5.1. Sammenhold Chebychevs ulighed (sztning 4.5.1) med
bemaerkningerne i tilknytning til eksempel 4.3.1 om at “ca. 95% af
sandsynlighedsmassen i en paen, klokkeformet fordeling findes i inter-
vallet EY £ 2y/var(Y)”. Gor rede for, at et eksakt resultat af denne
type (som geelder uanset om fordelingen er “pzen og klokkeformet” eller
ej) folger af Chebychevs ulighed. Men konstanterne i uligheden skal &n-
dres. Hvilken faktor pa standardafvigelsen skal benyttes i stedet for 2,
hvis 95% af massen skal ligge i intervallet? Og hvad skal 95% sendres
til, hvis totallet skal have lov at blive staende?
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OPGAVE 4.5.2. Lad Xy, X3, ... veere uathaengige, identisk fordelte med
middelveerdi p og varians o2. Vis at den empiriske varians s2 for de
forste n variable (jvf. opgave 4.4.2) konvergerer i sandsynlighed mod o2,

forudsat at EX{ < +oo. (Vink: Her bliver det lidt enklere, hvis man
ved definitionen af s? benytter faktoren % i stedet for n—il I graensen

er dette uden betydning. Udtryk s? ved 13" X? og X = 1 3" X;).

OpGAVE 4.5.3. Lad X vare binomialfordelt (n,p).
(a) Vis for vilkarligt @ € R at

E(a®) = (ap+1—p)™.

(b) Vis for vilkarligt a > 1 at

P(X >z) < (ap+1—p)"

p— J— a,w .
(Vink: Skriv venstre side som middelvaerdien af en indikatorfunktion,
og omskriv hgjre side v.h.a. (a)).

(c) Vis at sandsynligheden for at fa mindst 80 plat ved 100 kast med
en mgnt er < 0.00000000426. (Vink: resultatet fas ved at indszette en
passende veerdi af a i uligheden ovenfor. Man kan prgve sig frem, eller
ga mere systematisk til veerks som naeste spgrgsmal antyder).

(d) T fortsaettelse af (b), hvilken veerdi af a giver den bedste vurdering
(altsa den mindste hgjre side) ?
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