Kapitel 6

FORDELINGER PA REELLE TALRUM

6.1. Taetheder og fordelinger.

Flerdimensionale kontinuerte fordelinger er ikke sveaerere at forsta end
de éndimensionale. Men rent teknisk dukker der nye aspekter op, bl.a.
fordi der er flere muligheder for transformation af sadanne fordelinger.

EkSEMPEL 6.1.1 (ligefordelingen pa enhedskvadratet). Betragt en todi-
mensional stokastisk variabel

X = (X1, X,) € R?

med folgende opforsel. Der geelder P(0 < X7 < 1,0 < X5 < 1) =1, dvs.
hele sandsynlighedsmassen er placeret i enhedskvadratet [0,1] x [0, 1].
For enhver paen delmaengde A af enhedskvadratet geelder

P(X € A) = arealet af A.

Ved en pen mangde forstar vi her det der i matematisk analyse ofte
kaldes et “omrade”, altsa for eksempel et rektangel, en foreningsmaengde
af endeligt mange rektangler, en polygon, en cirkelskive; kort sagt, en-
hver maengde der med rimelighed kan teenkes at udspringe af en praktisk
problemstilling, og ikke netop er konstrueret af skrupellgse matematikere
med det formal at fungere som modeksempel pa et eller andet.

For 0 < a3 < by <1og0 < ay < by <1 kan vi specielt betragte
maengden A = [a1,b1] X [ag,b2], som er et rektangel med sider der er
parallelle med akserne. Da arealet af dette er (by — a1)(ba — a2) far vi

P(X;1 € lay,b1], X2 € [az2,b2]) = (b1 — a1) (b2 — as).
Specielt fas for a; =0, by =1,
P(Xs € [as, bs]) = by — as,
dvs. den marginale fordeling af X5 er ligefordelingen pa enhedsinterval-

let. Tilsvarende ses at fordelingen af X; er ligefordelingen, og da der
saledes gaelder

P(Xl & [al,bl],Xz € [az,bz]) = P(Xl € [al,bl])P(Xz € [az,bz])
er det naturligt at opfatte X; og X5 som stokastisk uafhengige.
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Teatheder og fordelinger 6.1

Tilsvarende kan man i hgjere dimension definere ligefordelingen pa “en-
hedsterningen” [0, 1]™ som den fordeling, der til en paen maengde tilord-
ner dens rumfang (n = 3) eller n-dimensionale volumen (n > 4). En
stokastisk variabel med denne fordeling kan ogsa fortolkes som et sat
bestaende af n stokastisk uathaengige, ligefordelte variable pa enhedsin-
tervallet. Disse fordelinger siges at have teethed 1 pa enhedskvadratet
(~terningen), da forholdet mellem sandsynlighed og areal (rumfang, n—
dimensionalt volumen) for enhver delmaengde netop er 1.

Integration pa R™. For at komme videre er vi ngdt til at beskaeftige os
lidt med integration af funktioner i flere variable. For at lette notationen
ser vi kun pa tilfzeldet n = 2, og ngjes med at betragte en kontinuert
funktion f:[0,1]> — R. Integralet (eller planintegralet) af en sddan
funktion kan defineres som graensevardi for middelsummer, f.eks. ved

1 1 n o n . .

. 1 t—0.5 7—-0.5
dridzy = 1 —E E .
/O/Of(ﬂh,ﬂﬁz) L1 aT2 nl)nc}o’n,z i:lj:1f< n ' n )

Her kan det enkelte led #f (i_0'5, j_:'5) fortolkes som veerdien af f i et

n

punkt (i dette tilfeelde midtpunktet) i kvadratet [=2, ] x [Z=1) 1] med

‘n n ’'n
sidelaengde %, ganget med arealet # af dette kvadrat. Middelsummen
fremkommer altsa ved summation af disse bidrag over alle kvadrater i
en (finere og finere) inddeling af integrationsomradet i smakvadrater.
Beviset for, at konvergensen finder sted, er ikke meget forskelligt fra

beviset for det tilsvarende resultat i dimension 1.

For fastholdt ¢+ kan summen
1 & i—05 j—0.5
a2t 7
n 4 n n
j=1
opfattes som en middelsum, der approksimerer det sseedvanlige éndimen-

sionale integral
1 .
—0.5
/ f <Z ,562) dzs.
0 n

Lad nu f1:[0,1] — R betegne den funktion der fremkommer af f nar
o “integreres ud”, altsa

1
fl(l'l):/o f(l'l,l'z)dxz.

Sa er, ifglge ovenstaende,

1 = — —0.5 j—0.5
ﬁzzf<z n - n )

i=1 j=1
lem [ 1 & i—0.5 j—0.5 1 « i—0.5
() ) =ana ()
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Teatheder og fordelinger 6.1

Men det sidste udtryk er igen en middelsum, der approksimerer inte-
gralet af den kontinuerte funktion f;. I greensen fas derfor identiteten

1 p1
//f(ﬂflvxz)dﬂhdﬂ?z
0 Jo
1 1 1
/Ofl(ﬂh) Z1 /0 (/0 f($17$2) $2> Z1

som udtrykker, at et planintegral kan udregnes ved en dobbelt integra-
tion, hvor fgrst den ene og sa den anden af de to variable integreres ud
(og raekkefplgen er i gvrigt ligegyldig).

Pa tilsvarende made defineres integraler pa R™, og der geelder den tilsva-
rende regel om udregning ved “n—dobbelt” integration m.h.t. de enkelte
variable.

Mere vil vi ikke sige om integration af funktioner i flere variable. Der
tilbagestar adskillige udvidelser, f.eks. til stykkevis kontinuerte funkti-
oner, funktioner som er udefinerede i visse punkter eller pa visse flader af
lavere dimension, funktioner som er definerede pa et ubegraenset omrade
etc. etc. Men disse udvidelser er analoge til dem vi kender fra dimension
1.

EKSEMPEL 6.1.2. Lad A veare et peent, begraenset omrade i planen. Da

er
// 1A(£U1,.T2) d:l?l dl’g

veldefineret som graenseveaerdi for middelsummer svarende til finere og
finere kvadreringer af planen, og gransevardien bliver netop arealet af
omradet A. Dette fglger af, at en middelsum vil veere sum af arealerne
af nogle af de sma kvadrater. Summen vil omfatte alle smakvadrater
som er helt indeholdt i A og ingen af dem der ligger helt udenfor A.
Smakvadrater som skaeres af A’s rand kan enten vaere med eller ikke, det
er ligegyldigt, fordi disses arealer repraesenterer et forsvindende bidrag i
greensen. Vi far altsa netop det samlede areal af A som graenseveerdi, og
hermed har vi i gvrigt blot gentaget en intuitivt let forstaelig og hyppigt
benyttet definition af et omrades areal.

///IA(Cﬂl,l'Q,l'g)dCUldl'gdl'g

for en paen begraenset delmaengde af R? (f.eks. en kugle) kunne fortolkes
som A’s rumfang, og i hgjere dimensioner end 3 kan vi opfatte det tilsva-
rende integral som en definition af begrebet n—dimensionalt volumen.

DEFINITION. Ved en sandsynlighedstethed pa R™ forstar vi en ikke—
negativ funktion p: R — R med

/.../p(;cl,...,a:n)dajl...d:En:l-
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Teatheder og fordelinger 6.1

Den til taetheden p hgrende sandsynlighedsfordeling er atbildningen, som
til en paen delmeengde A af R™ tilordner tallet

P(A):/---/IA(xl,...,xn)p(xl,...,xn)dxl...d:Un.

Hermed har vi indfert de kontinuerte fordelinger i flere dimensioner. No-
tationen i forbindelse med stokastiske variable kan overfgres usendret fra
det diskrete og det éndimensionalt kontinuerte tilfaelde, sa den vil vi ikke
sige noget om. Der mangler naturligvis en afklaring af, i hvilket omfang
og for hvilke transformationer ¢ en afledt variabel ¢(X) kan tillaegges en
fordeling af én af de typer vi har indfert, men det vender vi tilbage til i
naste paragraf.

Den intuitive fortolkning af taetheden p er analog til den vi kender fra én
dimension. Blot skal “et lille interval omkring eller naer ved z” erstattes
med “en lille meengde A omkring eller naer ved x = (z1,...,2,)”. Denne
mangde kan for eksempel vaere en lille cirkelskive (kugle) med centrum
i x eller et kvadrat (en terning) af formen

A=[z1,21+ h] X ... X 2, 2, + h]

for et lille tal h. Hvis = er et kontinuitetspunkt for tszetheden p kan vi
for et givet € > 0, ved at vaelge A tilstraekkeligt lille, opna at der for alle
x' € A geelder

p(x) —e < p(z') <p(z) +e

Sa fas, ved integration af denne ulighed over meengden A, idet kon-
stanterne p(z) + € saettes udenfor integraltegnet og A’s areal (rumfang,
n-dimensionale volumen) betegnes |A|,

(p(z) — e)]A] <

//IA('TID7$;L)p($/1a7$;)d$/17a d'T;I

< (p(z) +€)|Al.

Men det betyder netop, at der for en stokastisk variabel X med denne
teethed vil gaelde
P(X € A) = p(z)|A],

dvs. teetheden er det lokale forhold mellem sandsynlighed og areal (rum-
fang, n-dimensionalt volumen).

EKSEMPEL 6.1.3. Lad p; og ps vaere sandsynlighedstaetheder pa R, og
betragt funktionen p: R? — R defineret ved

p(x1, x2) = p1(x1)p2(w2).
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Teatheder og fordelinger 6.1

Denne funktion er en sandsynlighedsteethed, idet

//p(a:l,a:Q)dmdgvg - / (/p1($1)p2($2)da:1> s
_ /pz(xz) </p1(:vl)dx1> Ay — /pg(xz)dxg —1

Ved analogi med det diskrete tilfzelde (se f.eks. setning 2.4.1) er det
rimeligt at opfatte denne fordeling som fordelingen af (X7, X2), hvor
X1 og X5 er stokastiske uafhaengige reelle variable med taetheder p; og
p2. Dette understottes af, at vi for delmaengder A; og Ao af R (f.eks.
intervaller) har

P(X, € Ay) = //1A1><R(~T17-772)pl(~751)p2($2) dzy dzy

_ /pz(xz) (/1A1(x1)p1(x1)dx1> duy = /1A1(x1)p1(x1)dx1

og tilsvarende

P(X2 € Az) = / 1A2 (.Tz)pz(l'z) d.’l?z,

hvilket betyder at X; og X» kan opfattes som kontinuert fordelte éndi-
mensionale variable med de givne teetheder p; og po. Videre er

P(Xl € Al og X, € Az)
://1A1xA2($17372)]91(371)172(372)dﬂh dzo

:/</1A1(x1)1A2(xz)pl(:vl)pz(:vg)da:1> das
:/1A2($2)p2($2) </ 1A1(m1)p1($1)d$1> das

— P(X, € Ay) / La, (22)pa(ws) dzs
= P(Xl € A]_)P(X2 € Az),

i overensstemmelse med definitionen af uatheengighed i det diskrete til-
feelde, jvf. §2.4.
Eksemplet inspirerer saledes til falgende

DEeFINITION. Lad (Xi,...,X,,) folge fordelingen med taethed p pa R™.
X1, ..., X, siges at veere stokastisk uafhaengige hvis teetheden kan skrives
pa formen

p(x1y ..y xn) = pr(x1) o pu(xy)
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Teatheder og fordelinger 6.1

hvor pq,...,p, er sandsynlighedstaetheder pa R.

Fortolkningen af py,...,p, er naturligvis, at disse funktioner er taethed-
erne for de marginale fordelinger af de n variable Xy,..., X,,. Dette vil
blive formuleret lidt mere praecist i naeste paragraf. Den regneregel, vi i
eksempel 6.1.3 udledte for n = 2, generaliserer umiddelbart til

P((Xl,...,Xn)EAlX...XAn):P(XlEAl)...P(XnEAn).

Middelverdi, varians og kovarians. 1 naeste paragraf skal vi i detaljer
studere det problem, der bestar i for en given transformationt: R" — FE
(hvor F specielt kan vaere den reelle akse) og en given taethed p pa R™ at
bestemme den fordeling pa E der med rette kan opfattes som fordelingen
af den afledte variable Y = ¢(X), nar X’s fordeling er givet ved taetheden
p. Det krav, vi vil stille til fordelingen af Y, er naturligvis at der skal
geelde

P(Y € B)=P (X €t (B))

/ /lt 1(B)(T1y -, Tn)p(T1, - ) dTy - Ty,

Denne betingelse kan ogsa skrives

F1p(Y) :/---/lg(t(arl,...,;Un))p(;cl,...,a:n)dfvl... i,

hvor venstre side defineres ved summation eller integration over F,
afhaengigt af om fordelingen af Y er diskret eller kontinuert. Ved at
danne linearkombinationer af sadanne relationer far man umiddelbart,
at identiteten

:/---/f(t(a:l,...,a:n))p(arl,...,;cn)dml...d:En

vil veere gyldig for enhver funktion f pa E som er stykkevis konstant.
Herfra er der kun et lille skridt til at indse, at identiteten er gyldig for alle
funktioner f, i den forstand at summen/integralet pa venstre side er de-
fineret hvis og kun hvis integralet pa hgjre side er defineret, og i sa fald er
de ens. Beviset for dette — som strengt taget burde gennemfgres for hver
enkelt af de typer af transformationsproblemer, vi studerer i naeste para-
graf — er i alle tilfaelde helt elementaert. Vi vil ikke forplumre begreberne
ved ustandselig at trackke problemer af denne art frem. Derfor vil vi ng-
jes med her at konstatere, at nar vi definerer fordelinger af afledte vari-
able pa en sadan made, at sandsynligheder opforer sig konsistent (som
beskrevet, ovenfor), sa vil middelvzerdier abenbart ogsa ggre det. Specielt
vil det geelde at middelveerdien af en afledt reel variabel f(Xy,..., X,,)
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Transformation 6.2

frit kan beregnes enten i sin egen (éndimensionale) fordeling pa sedvan-
lig made, eller ved integration i fordelingen af (X7, ..., X,,) efter formlen

Ef(Xl,...,Xn):/---/f(xl,...,xn)p(xl,...,xn)dxl...d:Un.

Alle definitioner og resultater fra kapitel 4 kan overfgres stort set usen-
drede, med den gennemgaende forskel at summer skal erstattes med
integraler. Som eksempel pa dette kan vi se pa beviset for (¢) i seetning
4.2.2. Pastanden dér er, at hvis Y7,...,Y,, er stokastisk uathaengige vil
der gelde E(Y; ...Y,) = (EY7) ... (EY,). Hvis man i beviset, som kun er
gennemfort for n = 2, erstatter alle summer med tilsvarende integraler
(idet den forste dobbeltsum skal erstattes med et planintegral) far man
umiddelbart et bevis for samme pastands gyldighed i det kontinuerte
tilfeelde. Ogsa definitionerne af kovarians og korrelation kan overfores
uden videre, og der gaelder de samme regneregler som i det diskrete til-
felde. Chebychev’s ulighed geelder uforandret for uafhsengige variable
med kontinuerte fordelinger, de store tals lov ligesa.

6.2. Transformation.

I slutningen af §5.3 (i eksempel 5.3.4) konstaterede vi, at det ikke altid er
muligt, inden for de rammer vi har afstukket, at tilleegge en transforme-
ret variabel Y = #(X) en fordeling. Dér drejede det sig om en situation,
man ville kunne lgse ved at udvide fordelingesbegrebet en smule, sa det
kom til at omfatte fordelinger af blandet diskret—kontinuert type. I flere
dimensioner bliver det en tand veerre, som fglgende eksempel illustrerer:

EkSEMPEL 6.2.1. Lad X vere ligefordelt pa enhedsintervallet, og be-
tragt den todimensionale afledte variable (X, X?). Fordelingen af denne
variabel er abenbart koncentreret pa et stykke af en parabel. Det er ikke
nogen diskret fordeling, og den kan heller ikke beskrives ved en taethed
i planen.

Eksemplet viser, at man let kan komme til at opskrive variable, der ikke
kan tilleegges en fordeling af en af de typer vi har indfgrt. Samtidig
skulle det gerne fremga, at dette — i hvert fald i nogle tilfeelde — er
lidt af et pseudoproblem. Hvis man virkelig fik brug for at udregne
sandsynligheden for, at (X, X?) havnede i en given mengde, ville det
jo veere let at fore problemet tilbage til en haendelse der vedrgrte X. 1
praksis kan naesten alle transformationsproblemer lgses ved kombination
af de tre hovedtilfaelde, vi nu vil gennemga.

Tilfelde 1: Diskret afledt variabel. Lad t: R® — FE veere stykkevis
konstant, F en vilkarlig maengde (typisk N eller Z). Her underforstas at
“stykkerne” t~!(y),y € E, er peene meangder. For en stokastisk variabel
X med tethed p pa R™ ligger det lige for at definere fordelingen af
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Y =X ) som den diskrete fordeling med punktsandsynligheder
=P (X et (y)

/ /lt L) (@1 x)p(T1, . mp) day o dy,.

Situationen adskiller sig ikke vaesentligt fra den tilsvarende i dimension
1, sa vi vil ikke sige mere om den.

Tilfelde 2: Marginal fordeling. Lad, for k < n, t: R® — RF vaere
projektionen ned pa k af de n koordinatakser. For nemheds skyld kan
vi antage at det drejer sig om de k forste, saledes at ¢ simpelthen er den
afbildning der “glemmer” de sidste n — k koordinater, altsa

t(zy,...,zn) = (T1,...,Tk).

Med andre ord, for en n-dimensional variabel X = (X1q,...,X,) med
teethed p gnsker vi at give en fornuftig definition af fordelingen af saettet
Y = (Xy,...,Xk), bestaende af de k forste koordinater.

SETNING 6.2.1. Definer ¢: R¥ — R ved

q(z1, ..., 2k / / p(x1,. . Tn) dTgyy ... doy,.

For enhver pen maengde B C RF gelder da

/ /lt v(BY(T1y s 2)P(T1, ey ) dy L dy,
:/---/lB(xl,...,xk)q(xl,...,xk)dxl...dxk.

BEvis. Vi ngjes med at opskrive beviset i tilfeeldet n = 2, k =
Beviset er i princippet ikke sveaerere i det generelle tilfeelde, men med
den notation vi benytter her er det sa ufatteligt besveerligt at opskrive,
at den dybere mening med garanti ville ga tabt hvis vi forsggte.

Vi ser altsd pa en taethed p i planen, og t: R? — R er projektionen ned
pa forste akse, givet ved t(zq,22) = 1. Mengden B C R kan vi for
nemheds skyld teenke pa som et interval. S& er ¢~1 (B ) B xR en lodret
strimmel, og funktionen ¢: R — R er givet ved q(z1) = [ p(z1, 22) dzs.
Vi far

//1t 1(B) (71, T2)p(w1, T2) dxy doo

_/</1B(:U1)1R(a:2)p(:v1,x2)d:v2> dry
:/13(;,;1) (/p($1,$2)da:2> dz

_ / 15 (1)) day,
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Transformation 6.2

hvilket skulle vises.

Herefter er det klart, at vi ma definere fordelingen af Y = (X1, ..., Xg)
som den kontinuerte fordeling pa R* med teethed ¢; at ¢ er en sandsyn-
lighedstaethed fglger jo umiddelbart af seetningen for B = R*. Indholdet

af seetningen og denne definition kan i alt veesentligt sammenfattes sa-
ledes:

I en flerdimensional fordeling med tethed fremkommer tetheden for den
marginale fordeling af nogle af variablene ved, at man integrerer de
ogvrige variable ud.

EKSEMPEL 6.2.2. Lad (X1, X2) veere ligefordelt pa omradet
K = {(z1,22) [ 21| + |22 < 1},

som ses at vaere et kvadrat med sidelzengde v/2 og centrum (0, 0), roteret
45 i forhold til koordinatakserne. Ved ligefordelingen pa denne maengde
forstar vi naturligvis fordelingen med teethed p(zq,z2) = %1 k(z1,x29),
hvor normeringsfaktoren % skyldes at K har areal 2. Fordelingen af X
har da teetheden

1 1 A=l
q(z1) = 5/11((9517372) dry = 5/(1 ) ldze =1 — |24
(1—|ay

pa intervallet —1 < z; < 1.
EKSEMPEL 6.2.3. Lad (X1,...,X,) have tethed af formen

p(x1,...,2n) = p1(21) - . . pn(Th),

hvor p1, ..., p, er givne sandsynlighedstaetheder pa den reelle akse. Det
folger da let af satning 6.2.1 og den efterfolgende definition, at forde-
lingen af den k-dimensionale variable (X7, ..., Xx) har taetheden

q(x1,...,z5) = p1(x1) ... pr(xk).

Specielt ses at den marginale fordeling af X; (eller X;) far teetheden py
(eller p;). Efter definitionen af uafhaengighed sidst i §6.1 kan vi altsa
sammenfatte denne situation ved at sige, at Xi,..., X,, er uathengige,
reelle variable med teetheder py,...,p,.

Tilfelde 3: Dimensionsbevarende transformation. Betragt en n-dimensi-
onal stokastisk variabel X = (X1, ..., X,,) med teethed p, oglad t: R" —
R"™ vere en given transformation. Under passende regularitetsbetingel-
ser pa t er det rimeligt at gaette pa, at Y = ¢(X) igen far en fordeling
med teethed. Det praecise resultat, der bekrafter denne formodning,
er en version af integraltransformationssetningen, som bl.a. involverer
det analytiske begreb partiel differentiation og det algebraiske begreb
determinant. Vi skriver setningen op og forklarer den bagefter:
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SAETNING 6.2.2. Lad E og F vere omrader i R, og ladt: E — F vere

en bijektiv, kontinuert differentiabel transformation med den egenskab,
at n X n—-matricen Dt(z) = ((%)) af partielle afledede (funktional-
matricen) er requler (invertibel) for alle x. Definer q: F — R wved

_ (M )
|det Dt (£ (y1, ..., yn)) |

Da gelder, for enhver pen delmengde B af F,

(J(yla . 7yn)

/---/13(91,---,yn)fJ(yh---,yn)dm---dyn
:/.../1t1(3)(371,...,xn)p(xl,...,xn)dxl...da:n.

Seetningen berettiger saledes, at vi under disse omstandigheder fortolker
Y = t(X) som en n—dimensional kontinuert fordelt variabel med den
angivne taethed gq.

Et eksakt bevis for saetningen er teknisk ret kraevende, og vil i hvert fald
ikke blive givet her. Vi vil indskraenke os til at gennemga et heuristisk
bevis i tilfzldet n = 2, samtidig med at vi forklarer betydningen af
setningens antagelser. Efter gennemgangen skulle saetningen veere til at
laese og forsta (hvad den ikke formodes at vaere i gjeblikket).

Vi lader altsa nu E og F' betegne omrader i planen. Transformationen
t: F — F kan skrives pa formen

y1 = t1(x1, x2),

Y2 = t2(x1,x2).

Antagelsen om, at t er kontinuert differentiabel, skal forstas pa den made,
at enhver af funktionerne t; og ¢, er differentiabel som funktion af ethvert
af sine to argumenter, nar det andet argument holdes fast; saledes at
f.eks. t1(z1,x9) for fastholdt x5 er en kontinuert differentiabel funktion
af x1. Differentialkvotienten betegnes % og kaldes en partiel afledt. Vi
vil her anvende betegnelserne

aij (w1, T2) = 9y

8.Tj
for disse fire funktioner, saledes at for eksempel aq2(x1,22) er differ-
entialkvotienten af ¢y (1, z2) m.h.t. x5 for fastholdt z;. Antagelsen om
kontinuert differentiabilitet indebeaerer, ud over hvad der allerede er sagt,
at disse fire funktioner a;;: £ — R er kontinuerte funktioner i to vari-
able (og altsa ikke kun i den ene variabel der blev differentieret efter,
for fastholdt veerdi af den anden).
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Funktionalmatricen eller Jacobi matricen (eller, i mere teknisk jargon,
simpelthen differentialkvotienten) for ¢ er 2 x 2-matricen

Oy Oy
Dt(z) = |:8_mi 3_av;:| _ [all(ﬂﬂl,ﬂﬂz) a12(z1, T2)
g—ﬁ g—zz az1(r1,22) a2(wy,T2)
Denne matrix spiller samme rolle som differentialkvotienten i én dimen-
sion, forstaet pa folgende made: At en seedvanlig reel funktion y = f(z)
er differentiabel i punktet z¢ betyder jo, at vi har approksimationen

f(@) & f(z0) + f'(wo) (2 — xo)

for x naer ved xp. Den lineazre — eller, mere praecist, linezert affine — funk-
tion pa hgjre side svarer til tangenten i punktet (zg, f(xo)). Tilsvarende
geelder i to dimensioner, at den kontinuert differentiable transformation
t naer et punkt zg = (29, 23) har den approksimative fremstilling

t1(x) = t1(xzo) + a11(xo) (21 — 27) + a12(xo) (2 — x3),
ta(z) & ta(x0) + a21(wo)(z1 — 27) + asz(wo) (v2 — 23).

Disse approksimative relationer kan sammenfattes pa matrixform sale-
des:
t(x) = t(xo) + Dt(zo)(x — o)

(idet det her, som altid nar vi regner med matricer, er underforstaet
at punkter i R™ (her R?) opfattes som sgjlevektorer). Hgjre side er en
linezert affin funktion af x (dvs. en funktion af typen “konstantled +
linezert udtryk”), og betydningen af funktionalmatricen ligger altsa i, at
den bestemmer den linezere del af denne approksimation.

Lad nu A = [29,2{ + hi] X [29, £§ + ha] veere et lille rektangel med zy =
(29, x3) som sit nederste venstre hjgrne. Billedet t(A) af dette rektangel
vil, pa naer en deformation som er uden betydning nar sideleengderne
hy og hs er sma, veere et lille parallellogram, hvis ene hjgrne er billed-
punktet t(xo). Placeringen af de tre andre hjgrner folger af ovenstaende
approksimationsformler (idet vi fra nu af skriver a;; i stedet for a;;(z),
for at lette overskueligheden):

(1 (x5 + hy, x3) | (1 (29, 28) + a11h |
|t (x4 hy, 28) | | ta(xf,28) + azihy |’

Q

-tl(l'?,l'g) +a12h2_
_tz(l’?,l'g) + a22h2 ] ’

[ t1(29, 28 + ha)
t2(29, 25 + ha)

Q

tl(."lf(l) + hl, .’17(2) + hz) ~ tl(.”l?(l),l'g) + a11h1 + a12h2
tz(.’lf(l)—i—hl,.’lfg—i—hz) tz(.”l?(l),l'g) +a21h1 +a22h2 )
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Anderledes sagt, parallellogrammet ¢(A) udspaendes af vektorerne

a11hy ai2h2
0
|:a21h1 } & [azzhz ]
udgaende fra punktet ¢(zg). Det er en elementaer gvelse i geometri (som
vi ikke vil gennemfore her) at vise, at arealet af parallellogrammet ud-
spaendt af to vektorer er lig med den numeriske vaerdi af determinanten

af den 2 x 2-matrix der har vektorerne som sgjler. Arealet af £(A) bliver
saledes

|(a11h1)(a22h2) - (a21h1)(al2h2)| = h1h2|a11a22 - a21a12|
= h1h2| det Dt(l’0)|

Seetning 6.2.2 fglger nu af teethedens fortolkning som det lokale forhold
mellem sandsynlighedsmasse og areal. Sandsynligheden for, at en sto-
kastisk variabel X = (X7, X3) med teethed p havner i det lille rektangel
A er jo hihap(xg). For den afledte variabel Y = (Y7,Y3) = t(X) geelder
derfor, da ¢ pr. antagelse er bijektiv,

P(Y € t(A)) = P(X € A) = hyhap(zo),

og da arealet af t(A) er hyhz|det Dt(z¢)| ma tetheden for Y’s fordeling
i punktet t(zq) veere

_ hihep(zo)  _ p(=o)
altlwo)) = hiha|det Dt(zg)| | det Di(zo)|’

hvilket netop er saetningens pastand.

Et heuristisk bevis for vilkarlig dimension n kan fgres pa samme made.
Der far man brug for det resultat, at det n—dimensionale volumenmal
af et “parallelogram” udspaendt af sgjlerne i en n X n—matrix er lig med
den numeriske veerdi af matricens determinant.

Der er en detalje i setningen vi endnu ikke har forklaret, nemlig an-
tagelsen om at funktionalmatricen skal veere reguleer i ethvert punkt.
Det betyder, at matricen Dt(z) skal have linezert uatheengige sgjler, eller
(eekvivalent hermed) at den skal svare til en bijektiv lineser afbildning.
I dimension 2 betyder dette, at de to vektorer som udspaender det lille
parallellogram ikke ma veere proportionale. Hvis de er det, degenererer
parallellogrammet jo til et liniestykke med areal 0. I praksis vil dette
undertiden indtraeffe f.eks. i punkter pa randen af omradet E. Normalt
har det ikke anden betydning, end at teetheden ¢ naermer sig +o0 i de
tilsvarende randpunkter for F'. Saetning 6.2.2 gaelder i det store og hele
alligevel.
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Seetningen kan ogsa udvides til tilfaeldet hvor ¢ ikke er bijektiv. I sa fald
skal ¢(y) beregnes ved summation af bidrag fra de punkter z der afbildes
over iy, ligesom i dimension 1 (se sidste afsnit af §5.4).

EKSEMPEL 6.2.4 (transformation med linezer afbildning). Lad ¢t: R™ —
R"™ veere den linexre afbildning givet ved n x m—matricen T , altsa
t(z) = Tz. En sadan afbildning er naturligvis kontinuert differentiabel
med funktionalmatrix Dt¢(z) = T i alle punkter, og den er bijektiv hvis
og kun hvis T er reguler. For en stokastisk variabel X pa R™ med
teethed p far vi, at den afledte variabel Y = ¢(X) har tetheden

p(t7'(w)  p(T'y)
|detT| — |detT]|

q(y) =

Lidt mere generelt gaelder, for en linezert affin afbildning af formen ¢(z) =
a+Tx (a en nx 1 sgjlevektor, T en regulzer n X n—matrix) at Y = a+TX
har tetheden

(T (y—a))

Q(y) - |detT|

Bemeaerk at denne formel for n = 1 reducerer til formlen for teetheden i
en fordeling givet ved positions— og skalaparameter, jvf. eksempel 5.4.3.

Det er lidt bagvendt, at vi saledes udleder transformationssatningen i
det lineaert—affine tilfaelde som specialtilfaelde af den generelle seetning for
differentiable transformationer. Som man vil se ved neerlaesning bygger
det heuristiske bevis i virkeligheden pa satningens gyldighed i dette
specialtilfaelde, og i en lidt grundigere fremstilling ville man nok begynde
med at bevise satningen i det linezert-affine tilfzelde.

EKSEMPEL 6.2.5. Betragt omradet
E =]0, +00[x]0,27[ C R?

Pa denne “halvstrimmel” kan vi definere en sandsynlighedstaethed ved

1 _
p(yvv) = %6 v.

En stokastisk variabel (Y, V') med denne taethed kan opfattes som et par
af uathaengige éndimensionale variable, hvor Y er normeret eksponential-
fordelt (faktoren e=¥) og V er ligefordelt pa intervallet |0, 27| (faktoren
%) Definer nu t: E — R? ved

t(y,v) = (\/@cos(v), @sin(v)) :

Denne transformation er lettest at forsta geometrisk, idet punktet ¢(y, v)
er bestemt ved sine polzre koordinater /2y = afstanden fra (0,0) og v =
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retningsvinklen i forhold til fgrste akse. Heraf fglger let at afbildningen
t er injektiv. Den er ogsa “naesten surjektiv”, idet alle punkter i planen,
bortset fra dem med retningsvinkel 0 (den hgjre halvdel af forste akse), er
med i billedmaengden. Dette lille problem kan man lgse ved at opfatte
t som afbildning ind i omradet F = R?\ {(z1,0) | 1 > 0}. Men
problemer vedrgrende sadanne singularitetsmangder, som alligevel er
uden betydning da de rammes med sandsynlighed 0 af en kontinuert
fordelt variabel, kan normalt ignoreres, og det vil vi gore i det folgende.

Transformationen ¢ er naturligvis kontinuert differentiabel, og funktio-
nalmatricen ser sadan ud:

—cos(v) —y/2ysin(v)
V)= \/E -
Dt(y,v) [ﬁsin(v) \/@cos(v)]

Funktionaldeterminanten (= funktionalmatricens determinant) er sale-

des

(\/Lz_ycos(’u)> (Vaycos(v)) + (\/12_ysin(v)> (Vaysin(w) =1

(hvilket ikke er noget tilfzelde, det var faktisk planlagt). Afssetning 6.2.2
folger sa, at den transformerede stokastiske variable

(X1, X2) = 1Y, V) = (W cos(V), V2V sin(V))

har taetheden

1

q(wr@0) = p (17 (21, 22)) = 5—e”

_ <Le—mi/z> (Le—wm) ,
V2T V2T

De to variable X; og X5 er altsa stokastisk uafhsengige, normeret nor-
malfordelte.

(z3+23)/2

Hermed har vi ud fra en rektangulaert fordelt variabel og en eksponential-
fordelt variabel konstrueret to normalfordelte variable. Det er et trick,
man kan benytte til simulation af normalfordelte variable. I princippet

kan normalfordelte variable X, Xo,... konstrueres ud fra almindelige
tilfeldige tal (dvs. rektanguleert fordelte variable pa enhedsintervallet)
efter skemaet X; = ®"1(Ry), Xo = ®1(Ry),.... Men det kreever,

at man har en procedure til beregning af ®~!, og selv om man méske
nok kan fa fat i sadan en, vil den med garanti vaere meget langsom-
mere end de procedurer man har til udregning af logaritmefunktion og
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trigonometriske funktioner. S& det betaler sig i stedet at benytte ske-
maet

Man kan eventuelt ngjes med at benytte hveranden af disse variable,
saledes at hver normalfordelt variabel genereres ved hjelp af to tilfaeldige
tal; 1 pascal f.eks. ved et direktiv af typen

NormFordVar := sqrt(-2x1ln(random))*sin(2*pi*random) ;

Eftersom transformationen ¢ er bijektiv, kan det vi har vist ogsa opfattes
som et resultat vedrgrende t—1. S& kommer det til at se sidan ud:

Lad X1 o9 Xo vere uafhengige, normeret normalfordelte variable, og

definer

1
Y = 3 (X7 +X3),
V = arg (Xl,Xz),

hvor arg her betegner den funktion, der til en vektor (xy,x2) knytter
dens retningsvinkel v € [0,2m[ med x1—aksen. Sa er'Y og V stokastisk
uafhengige, Y normeret eksponentialfordelt og V' ligefordelt pa interval-
let [0, 27].

Det mest interessante ved dette eksempel er maske, at vi nu endelig har
indset at normeringsfaktoren \/%—W i den normale fordelings taethed er

korrekt. I §5.6 matte vi ngjes med at postulere det. Men havde vi der
valgt blot at give den et navn, f.eks. ¢, ville vi efter gennemregning af
1

dette eksempel let kunne slutte at der geelder ¢? = 5 -

Vi slutter denne paragraf med et eksempel som viser, at der findes an-
dre metoder til udledning af transformerede fordelinger end dem vi har
navnt.

EKSEMPEL 6.2.6. Lad Xj,..., X,, vere stokastisk uathaengige, rektan-
guleert fordelte pa [0,1]. Med X ;) betegnes den mindste af disse, altsa

X(l):Xl/\Xz/\---/\Xn.
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I dette tilfeelde kan vi direkte opskrive fordelingsfunktionen for X (), idet
der jo galder
P(Xuy <z)=1-P(Xq) > z)
= 1 — P (alle variable X4,..., X,, er > x)
=1-P(X;>z)...P(X, > )
=1—(1—x)".

Ved differentiation fas teetheden for X,y til
q(z) =n(l —z)" " (0<z<1).

Mere generelt kunne vi interessere os for fordelingen af én af de ordnede
variable X (1) < X() <--- < Xy, som fremkommer ved at de oprinde-
lige variable X1,..., X,, ordnes efter stgrrelse. For den “k—te mindste”
X(x) ses at

P (X < @)

= P (mindst k af de n variable er < )

— P | Xi<a} > k).
For hver af de oprindelige variable gzelder her at P (X; < x) = z, og da
de er uafhaengige, vil antallet iblandt dem som er < x abenbart vare

binomialfordelt med sandsynlighedsparameter x og antalsparameter n.
Heraf fas folgende udtryk for X(4,’s fordelingsfunktion:

n

P(Xg<z)=Y (”) 2 (1 — )",

s
s=k
En anden mulighed bestar i direkte at udregne fordelingens teethed efter
folgende argument. For et lille interval [z, x 4+ h[, betragt antallene
Sc =#{i| X; <z},
Sh:#{i|$§X¢<.’E+h},
Ss=#{i|z+h < X;}.
Da er (S<,Sh,Ss) abenbart polynomialfordelt med antalsparameter n
og sandsynlighedsparametre p. = x, p, = h og p~ =1 — z — h. Heraf

folger (for h — 0, idet vi ignorerer den hzendelse at to eller flere af de
variable X; falder i det lille interval) at

P(X(k)6[5'375'3"‘}7'[)%P(S<:k—1,sh:1,5>:n—k)

n k—1 n—k
_ 1—z—
(k 11 n- k-)x Ml—z—h)

|
~ n: .’Ek_l(

(k—1)!(n — k)

1 _ x)’n—k7
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dvs. teetheden for X er (ifslge den seedvanlige “lokale” fortolkning)

n!

() = iy ™

Det er ikke umiddelbart indlysende, at den fundne fordelingsfunktion
ved differentiation giver denne taethed, men det ggr den altsa.

OPGAVE 6.2.1. Lad X; og X5 veere stokastisk uatheengige, normeret
normalfordelte. Vis at fordelingen af X;/X5 er den normerede Cauchy
fordeling (jvf. opgave 5.4.4).

OPGAVE 6.2.2%*. (Poissonprocessen). Vi har tidligere, i forbindelse med
vores cyklist C og tre opgaver vedrgrende taxaankomster (eksempel 3.6.2
og 3.6.3, opgave 3.6.1, 3.7.3 og 5.4.3) betragtet situationer, der generelt
kan beskrives saledes: Til ethvert interval [s,t] pa tidsskalaen [0, 4o00]
er knyttet en stokastisk variabel N(s,t) pa Ny, der fortolkes som an-
tallet af heendelser (punkteringer, taxaankomster) som finder sted i det
pageldende tidsinterval. Den stokastiske variabel N(s,t) antages Pois-
sonfordelt med parameter A x (¢ — s), hvor A ( = det forventede antal
haendelser pr. tidsenhed) kaldes intensiteten. Endvidere antages, at antal
haendelser hgrende til disjunkte tidsintervaller er stokastisk uafhaengige.
I det fplgende antages for nemheds skyld at A = 1 (hvilket blot betyder,
at vi benytter en tidsenhed, der svarer naturligt til situationen).

Vi har tidligere (eksempel 5.1.2) konstateret, at ventetiden T} til forste
haendelse er eksponentialfordelt (i dette tilfselde normeret, da A = 1).

(a) Vis at ventetiden T, til n’te haendelse indtreeffer, altsa
T, = inf{t | N(0,t) > n},
folger en fordeling med taethed

1
tn—l —t
(n—1)! ¢
(Vink: Udtryk heendelsen T,, € [t,t + h][ ved N(0,t) og N(t,t + h), og
beregn dens sandsynlighed, idet muligheden for to eller flere haendelser

i det lille interval som saedvanligt kan ignoreres. Sammenlign i gvrigt
med resultatet af opgave 3.7.3).

(b) Vis, ved et tilsvarende argument i n dimensioner, at de succesive
ventetider

Sl - T17
Sy =Ty — 11,

Sn =T, —Th1
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(altsa for eksempel tidsrummene mellem taxaankomster) er stokastisk
uafhaengige, identisk fordelte. (Vink: Udled forst fordelingen af (77,
.., Tp,) ; metoden fra spgrgsmal (a) kan benyttes omtrent usendret,
idet man for at finde den n—dimensionale fordelings teethed udregner
sandsynligheden for haendelsen

{ti<Ti <ti+h}n---n{t, <T, <t,+h}
={N(0,t1) =0} N{N(ty,t1 +h)=1}N...
NN (tn—1+ h,tp) =0} N {N(tn,t, + h) =1}.

Udled derefter fordelingen af (Si,...,S,) ved transformation).

OPGAVE 6.2.3. (Illustration af argumentationen i eksempel 6.2.6). Lad
X1, ..., X5 veere uathengige, rektanguleert fordelte pa [0, 1].

(a) Hvad er fordelingen af (S, Se, S3), hvor

S1 = #{Z|X, S [O,ZU[}
Sy = #{Z|X, S [.I',.T + h[}
Sz = #{i|X; € [z + h, 1]}

(b) Hvad er P ((S1,S2,53) = (2,1,2))?

(c) Hvad er tetheden for fordelingen af X3y (= det midterste af de
fem tal X1,...,X5)? (Vink: Sandsynligheden for X3y € [z, z + h] er,
approksimativt for h lille, den vi lige har regnet ud).

OPGAVE 6.2.4*%. Lad Xi, ..., X,, veere uaftheengige, identisk fordelte
med en taethed p som er strengt positiv pa hele aksen (eller et interval).
Lad F' betegne den tilhgrende fordelingsfunktion. Med X (1) < X(3) <

+ < X(n) betegnes de ordnede variable, jvi. eksempel 6.2.6. Vis, at
fordelingen af X ;) har teetheden

n!

1) = @) = Fa) )

(Vink: De tranformerede variable R; = F(X;) er ligefordelte pa en-
hedsintervallet, og fordelingen af Ry = F'(X () er derfor den der blev
udledt i eksempel 6.2.6).

OPGAVE 6.2.5. Lad X; og X5 veere stokastisk uatheengige, normeret
eksponentialfordelte. Vis at de to afledte variable

S=X1+ Xy

er stokastisk uathaengige, og angiv deres fordelinger.
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6.3. Foldning.

Vi har ikke sagt meget om, hvordan man handterer dimensionsreduce-
rende transformationer ¢t: R® — RF, k < n, nar det ikke netop drejer
sig om en projektion ned pa nogle af koordinatakserne. Men en simpel
metode gar ud pa folgende: Valg — med storre eller mindre snedighed —
en “supplerende” transformation s: R® — R" %, saledes at

(t,s): R" - R*¥ x R""* = R"

opfylder setning 6.2.2’s betingelser. Herefter er man, i hvert fald i prin-
cippet, i stand til at opskrive tetheden for fordelingen af (¢(X), s(X)),
og ud fra denne kan taetheden for ¢(X) ifolge s@tning 6.2.1 udregnes,
ved at man integrerer de sidste n — k variable ud. Den simplest mulige
anvendelse af denne teknik indgar i beviset for folgende resultat:

SAETNING 6.3.1. Lad X; og X2 vere reelle stokastiske variable, uaf-
haengige med tetheder py og ps. Sa har fordelingen aof Y = X1 + X5
tetheden

q(y) = /Pl(y — 2)p2(x) d.

Bemszrk analogien med formlen i opgave 3.5.4, som handler om det
tilsvarende resultat for fordelinger pa Nj.

BEvIs. Vi deler transformationen (z1,2z2) — y op i to efter skemaet
(z1,22) — (y,22) — .
Den fgrste af disse er den linezere transformation R? — R?2 givet ved
Y=o+ T2

T2 = X2

0 1
eksempel 6.2.4) at fordelingen af (Y, X5) har teetheden

hvis tilhgrende matrix {1 1} har determinant 1. Heraf folger (jvf.

r(y, r2) = p1(y — x2)p2(w2).

Ifplge seetning 6.2.1 fas taetheden for fordelingen af y ved at integrere
dette udtryk m.h.t. zo, hvilket umiddelbart giver den gnskede pastand.

Fordelingen af en sum af to uathaengige variable kaldes foldningen af de
to variables fordelinger. Integraler af den type, der indgar i seetningens
pastand, kaldes foldningsintegraler.

SETNING 6.3.2 (Den normale fordelings foldningsegenskab). Lad Xy,
..., Xy vere uafhengige, normalfordelte med middelverdier py, . .., iy,
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og varianser o3,...,02. Da er X1 + -+ + X,, igen normalfordelt med
middelverdi iy + - - - + pn, 0g varians o3 + -+ + o2.

Bemerkninger. Det er ikke nogen overraskelse, at middelvaerdi og vari-
ans for summen bliver som angivet, for det er en konsekvens af generelle
regneregler for middelveerdier og varianser (setning 4.2.2 og satning
4.4.2). Det interessante er, at fordelingen af summen igen er normal.
Dette resultat har ngje sammenhseng med den centrale graenseveerdi-
setning. Faktisk folger det af den centrale graenseveerdiseetning, lgst
sagt fordi en sum af summer af mange sma uafhsengige bidrag igen kan
opfattes som en sum af mange sma uafthaengige bidrag. Men dette er at
vende op og ned pa tingene, for ethvert bevis for den centrale graensevaer-
dissetning bygger (mere eller mindre abenlyst) pa den normale fordelings
foldningsegenskab. Det er mere korrekt at sige, at det er den normale
fordelings foldningsegenskab som ggr, at netop denne fordeling optrader
som gransefordeling for summer af uathangige variable. Man kan vise,
at den normale fordeling er den eneste fordeling med endelig varians,
som har den egenskab, at foldning af fordelinger af dens type igen fgrer
til en fordeling af denne type.

BeEvis. Bemark forst, at det er nok at se pa tilfeldet n = 2, da det
generelle resultat umiddelbart fglger ved induktion.

Man kan vise saetningen ved direkte udregning af foldningsintegralet.
Men algebraen i forbindelse med omskrivningen af andengrads poly-
nomiet i eksponenten er lidt besveerlig. En lidt mere elegant metode er
folgende:

Vi begynder med at bemzerke, at hvis U; og U, er uathangige, normeret
normalfordelte, sa er, for ethvert talpar (o, 3) med a2 + 82 = 1, line-
arkombinationen U = alU; 4+ BUs igen normeret normalfordelt. Dette
folger af, at vi kan supplere transformationen (uy, us) — u = auy + fus
med en anden af samme type til den linezre afbildning (uy, us) — (u,v)
givet ved

u = aui + Pus

v = —Puy + aus

som ses at vare en rotation. Det er intuitivt indlysende, at fordelingen
af (Up,Us) er invariant under rotationer (taetheden er jo en funktion af
afstanden fra (0,0) ), og det folger ogsa let af transformationssatningen
for det lineaere tilfaelde (eksempel 6.2.4).

Lad nu X; og X, veaere uathaengige, normalfordelte med middelvaerdier
{11 0g 2 og varianser o3 og 3. Betragt de tilsvarende standardiserede
variable

X; — X5 —
- 17#/1 Og U2 = 27/112,
o1 g2

Uy
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som er uatheengige og normeret normalfordelte. Omskrivningen

X1+ Xo = (1 +01Ur) + (2 + 02Us)
= (p1 + p2) + (01U1 + 02U32)

01 02
= (p1 + p2) + /02 + 03 | ——=U1 + ——=U>

viser, idet kvadratsummen af koefficienterne i sidste parentes netop er
1, at Xy + X5 har formen

X1+ Xo = +p2+/of +03U,

hvor U er normeret normalfordelt. Heraf folger ssetningen umiddelbart.

EKSEMPEL 6.3.1 (Cauchyfordelingens foldningsegenskab). Som et rent
kuriosum vil vi — uden antydning af bevis (det er nemlig sveert) —
naevne folgende ejendommmelige egenskab ved Cauchy fordelingen (op-
gave 5.4.4): Hvis Xy,..., X, er uathengige, normeret Cauchyfordelte,
sd er L(X+ -+ X,) igen normeret Cauchyfordelt (bemaerk: i den til-
svarende situation for normalfordelingen er det ﬁ(X 1+ -+ X,) som
er normeret normalfordelt). Vi har her et ekstremt eksempel pa, at de
store tals lov ikke gaelder i nogen som helst forstand for variable, der ikke
har middelvaerdi. Hvis man forestillede sig observationer af en ukendt
stgrrelse 6, behaftede med uathengige Cauchyfordelte fejl, saledes at de
stgrrelser man i virkeligheden observerede var 6+ X, 0+ X, ..., sa ville
man vere ude af stand til at forbedre sit skgn over 6 ved at tage gen-
nemsnit af mange observationer, fordi ethvert sadant gennemsnit ville

have samme fordeling som en enkelt observation.

OpcAVE 6.3.1. Lad X;, X2 og X3 vare uafhaengige, rektangulaert
fordelte pa enhedsintervallet.

(a) Udregn og tegn tetheden for fordelingen af X; + X5. Bemaerk sam-
menhaengen med eksempel 6.2.2, og bemaerk ogsa analogien med det
tilsvarende diskrete problem, som vi kender fra eksempel 1.2.1.
(b) Udregn og tegn teetheden for fordelingen af X; + Xo + X3.

(c) Udregn og tegn teetheden for fordelingen af X; 4+ 10X5.

OPGAVE 6.3.2. Lad X; og X, veere uathaengige, normeret eksponen-
tialfordelte. Udregn taetheden for fordelingen af X; — Xs.

OPGAVE 6.3.3. Opgave 6.2.2 indeholder, som biprodukt, et resultat
vedrgrende foldning af normerede eksponentialfordelinger. Formuler
dette, og bevis det direkte ved induktion. Sammenlign med opgave
3.7.2, som indeholder det tilsvarende resultat i det diskrete tilfzelde (den
geometriske fordeling).
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Foldning 6.3

OPGAVE 6.3.4. Lad X; og X5 vaere uafhaengige, normeret eksponen-
tialfordelte. Definer

M:min{Xl,Xz}:Xl/\Xz,
S:max{Xl,Xz}:leXz,
D=S-M=|X;— X,

Angiv (ved teetheder)
(a) Fordelingen af M.
(b) Fordelingen af (M, S).
(c) Fordelingen af (M, D).
(d) Fordelingen af S.

OPGAVE 6.3.5. Lad R; og Ry veere uathaengige, rektangulaert fordelte
pa enhedsintervallet. Szt Z = R1R>.

(a) Hvad er fordelingen af (R, Z)?
(b) Hvad er fordelingen af Z7
Fordelingen af Z kan man ogsa na frem til pa folgende made:

(c) Seet X; = —log(Ry) og Xo = —log(R2). Hvad er fordelingen af
X17X2)?

(
(d) Udled fordelingen af S = X; + X5.
(e) Udled fordelingen af Z = exp(—S).

OPGAVE 6.3.6. Lad R og X vere uathaengige, R rektanguleert fordelt

pa enhedsintervallet, X med en vilkarlig teethed p. Lad F' betegne for-

delingsfunktionen for X. Vis at teetheden for S = R + X kan skrives
q(s) = F(s) = F(s = 1).

Udregn og tegn teetheden ¢ i tilfaeldet hvor X er normeret eksponential-
fordelt.
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