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Sandsynlighedsregning

Oversigt over begreber og fordelinger

Kapitel 1: Sandsynlighedsfordelinger og stokastiske variable

En sandsynlighedsfunktion pa en mengde F (udfaldsrummet) er
en funktion p : £ — R som opfylder de to betingelser

(p1) p(z) >0,
(p2) > p(z)=1.

En sandsynlighedsfordeling pa en endelig maengde FE er en afbildning
P som til hver delmaengde (eller haendelse) A C E knytter et tal P(A),
sa folgende tre betingelser er opfyldt:

(P1) P(A)>0 foralle ACE
(P2) P(E)=1

(P3)  P(AUB)=P(A)+ P(B) for ABCE, ANB=1

Sandsynlighedsfunktioner og sandsynlighedsfordelinger hgrer sammen i
par, og kan konstrueres ud fra hinanden efter formlerne

p(z) = P({z}),  P(A)=) pla).

€A

Dette gaelder ogsa for diskrete fordelinger pa vilkarlige (ikke ngdvendig-
vis endelige) udfaldsrum, nar definitionen af en sandsynlighedsfordeling
suppleres med en ekstra antagelse.

Ligefordelingen P pa en endelig maengde E er givet ved P(A) =
|A|/|E| og har sandsynlighedsfunktionen p(z) = 1/|E].

Regneregler for sandsynligheder:
(1) P(0) = 0.



(2) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

(3) For parvis disjunkte maengder A;,..., A, er P(A,U---UA4,) =
P(Ay) +---+ P(A,).

(4) P(E\ A)=1- P(A).

En stokastisk variabel X pa E med fordeling P er en variabel der

antager en tilfeeldig veerdi, saledes at P(A) er sandsynligheden for at
denne vaerdi falder i A. Vi skriver ogsa P(X € A) = P(A).

Ud fra en stokastisk variabel kan afledte stokastiske variable dannes
ved transformation: Hvis t : F — F er en afbildning fra udfalds-
rummet F ind i et andet udfaldsrum F, sa er Y = ¢(X) en stoka-
stisk variabel pa F’ med fordeling @ givet ved Q(B) = P(t(X) € B) =
P(X € t71(B)) = P(t~*(B)). Sandsynlighedsfunktionen for Y bliver

9(Y) = DLeer1(y) P(2)-

Kapitel 2: Betingede fordelinger og uathsengighed

Den betingede sandsynlighed for B, givet A, er storrelsen
P(ANB)
P(A)

P(B|A) fortolkes som sandsynligheden for, at heendelsen B vil indtreeffe,
under antagelse af at A indtraeffer.

P(B|A) =

Lad X vaere en stokastisk variabel pa E med fordeling P. Som funktion
af en variabel heendelse B C F kaldes P(B|A) den betingede fordeling
af X, givet X € A. Mere generelt, hvis Y = ¢(X) er en afledt stokastisk
variabel med udfaldsrum F kaldes P(t~1(C)|A) som funktion af C C F
den betingede fordeling af Y, givet X € A.

Keaedereglen siger at hvis Aj,..., A, er hendelser saledes at P(A; N
+MNA,—1)>0,saer
P(Ain---NA,)
=P(A1)P(Ay | A))P(A3 | A1 NAs)...P(A, | A1nN---NA,_1)

Reglen for udregning af sandsynligheder ved opdeling i tilfselde
siger at hvis Ay, Ao, ..., A, er parvis disjunkte haendelser med positive
sandsynligheder, saledes at A3 U A U---U A, = E, sa kan sandsynlig-
heden for en vilkarlig heendelse B C E udregnes som

P(B) = P(A1)P(B|A) + P(A2)P(B|Az) + -+~ + P(A,) P(B|A,).

Stokastisk uafhaengighed. Hvis (X7, X3) er en stokastisk variabel
pa produktmeengden E; x Ej siges X7 og X, at veere (stokastisk) u-
atheengige hvis sandsynlighedsfunktionen p(z;,x3) for den simultane
fordeling (dvs. fordelingen af (X7, X3)) kan skrives som produktet

p(x1,x2) = p1(1)p2(x2)
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af sandsynlighedsfunktionerne for de marginale fordelinger af X; og
X5. Alternativt kan stokastisk uafheengighed beskrives ved reglen

P(X1 c A og X5 € Ag) = P(X1 € Al)P(XQ € AQ)

eller ved at den betingede fordeling af X5, givet en haendelse som ved-
rgrer X1, altid er lig med den marginale fordeling af X5.

Kapitel 3: Fordelinger af antal

Fakultetsfunktionen: n! =1 x2 x 3 x -+ x n = “n udrabstegn” =
antal mader hvorpa en maengde bestaende af n elementer kan ordnes.

Nedadstigende faktoriel: n*) =n x (n —1) x ---x (n —k+1) =

n!/(n—k)! = “nik rund” = antal ordnede szt bestaende af k elementer
fra en meengde med n elementer.
Binomialkoefficient: (}) = % = #'_k), =“n over k” = antal

delmeengder med netop k elementer af en maengde med n elementer.

Binomialformlen:

Polynomialkoefficient:

n n!
S189...8t)  silsal... sl

= antallet af inddelinger af {1,...,n} ik klasser af storrelser sq, ..., sg.

Oversigt over diskrete fordelinger.

Binomialfordelingen med antalsparameter n € N og sandsynligheds-
parameter p €]0, 1] er fordelingen pa {0,1,...,n} med sandsynligheds-
funktion

o) = () -nr

Middelveerdi np, varians np(1l — p).

Den hypergeometriske fordeling med parametre (N, R, n) er forde-
lingen pa {0,...,n} med sandsynlighedsfunktion

Ry (N-R n (ro) (N — R)(n—70)
o - BIED _ ()

() o N
R(l - R)N—n‘

Middelvaerdi n%, varians n 4




Polynomialfordelingen eller multinomialfordelingen med antals-
parameter n € N, orden k og sandsynlighedsparametre pi,ps,..., Dk
(positive med sum 1) er fordelingen pa {(s1,...,s,) € N | s+ +sp =
n} med sandsynlighedsfunktion

— n S1 Sk
p(s1, .-+, 8k) (51'”816)]91 R

Den marginale fordeling af S; er binomialfordelingen med antalspara-
meter n og sandsynlighedsparameter p;, hvoraf fglger at ES; = np; og
var(Sj) = np;(1—p;). Kovariansen mellem S; og S; for i # j er —np;p;.
Den geometriske fordeling med parameter p er fordelingen pa Ng =
{0,1,2...} med sandsynlighedsfunktion

p(t)=(1—p)'p.

. . 1— .
Middelveerdi Tp, varians pf )

Poissonfordelingen med parameter A er fordelingen pa Ny med sand-
synlighedsfunktion
)\33
_ A
p(r) =e -

Middelvaerdi A, varians .

Den negative binomialfordeling med antalsparameter n og sandsyn-
lighedsparameter p er fordelingen pa Ny med sandsynlighedsfunktion

sy = ("

Middelveerdi n%, varians nlp_f )

Greaensesatninger.

Den hypergeometriske fordeling kan, nar stikprgvestgrrelsen n er lille
i forhold til det samlede antal kugler N, approksimeres med binomial-
fordelingen med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p = %.
Binomialfordelingen kan, nar p er lille og n er stor, approksimeres med
Poissonfordelingen med parameter \ = np.

Kapitel 4: Middelvaerdi og varians.

Middelvaerdien eller den forventede vaerdi af en stokastisk variabel
X pa R med sandsynlighedsfunktion p er givet ved

EX = Zp(m)m )

hvor summationen skal foretages over alle x € R (eller alle = for hvilke
p(z) > 0).



Hvis X er en stokastisk variabel pa E med sandsynlighedsfunktion p og
f : E — R en reel funktion pa F, kan middelveerdien af den afledte
stokastiske variable Y = f(X) beregnes som

EY =) p(z)f(z)

el

Regneregler:

E(a+bY) =a+ bEY,

EY1+--+Y,) =EYy +---+EY,.

For Y1,...,Y, uathengige: E(Y;...Y,,) = EY; x... x EY,,.
Indikatorfunktion: For A C E defineres 14 : E — R ved 14(z) =1

forz € Aog la(x) =0 for x € E\ A. Der gaelder sa E14(X) = P(X €
A).

Variansen for en reel stokastisk variabel Y er
var(Y) = E((Y — EY)?) = E(Y?) — (EY)?.

Standardafvigelsen er kvadratroden af variansen.

Kovariansen mellem X og Y defineres ved
cov(X,Y) =E(X —EX)(Y —EY)) = E(XY) — (EX)(EY).

Der geelder fglgende regneregler:

var(a + bX) = b?var(X),

(X, X) = var(X),

(X,Y) =cov(Y, X),

(X,aY +bZ) =acov(X,Y) + beov(X, Z),

var(aX + bY) = a?var(X) + b*var(Y) + 2abcov(X,Y).

For stokastiske variable Xi,..., X, med cov(X;,X;) = 0 for i # j
(hvilket specielt geelder hvis de er stokastisk uathengige) er

var(X; + -+ X,,) = var(Xy) + - - - + var(X,).

Korrelationen mellem X og Y er

COov
Cov

Ccov

COV(X Y)
V/var(X)var(Y)

Korrelationer ligger mellem —1 og 1. De ekstreme veerdier —1 og 1 antages
nar X og Y er ens pa neer linesert affin transformation.

corr(X,Y) =

Chebychevs ulighed siger, at hvis X er en reel stokastisk variabel med

middelvaerdi ;o og varians o2 sa er, for ethvert positivt tal a,
o2

P(]X — M\>a)§—2



De store tals lov siger at hvis Xi, Xo,... er uafhsengige, identisk
fordelte med EX; = p og E(X?) < 400, sa vil

X+ + X,
P(‘ 1+ +
n

—,u’<e)—>1forn—>oo

for ethvert € > 0.

Kapitel 5: Fordelinger pa den reelle akse.

Lad E veere et interval pa R (evt. E = R). En sandsynlighedstaethed
pa E er en funktion p : £ — R) som opfylder

(p1) p(z) >0, og

(p2) [pp(z)dr = 1.

Den til p hgrende kontinuerte sandsynlighedsfordeling P er givet
ved

P(A) = /A pa)do = [ La(ohp(e) ds.

Lad X vaere en stokastisk variabel med en kontinuert fordeling. Taethe-
dens lokale fortolkning gar ud pa, at der for sma intervaller [zg, 2o+ h]
geelder P(X € [xg,zo + h]) = p(z0)h.

En kontinuert sandsynlighedsfordeling kan alternativt beskrives ved sin

fordelingsfunktion

x

Fla) = P(X <) = / p(2) dz,

— o0
der kan fortolkes som et ubestemt integral af teetheden. Omvendt er
p(x) = F'(z) i alle kontinuitetspunkter for p.

Transformation. Hvis ¢t : E — F er en stykkevis konstant transforma-
tion kan Y = ¢(X) fortolkes som stokastisk variabel pa F' med diskret
fordeling, givet ved sandsynlighedsfunktionen

gly) = P(H(X) = y) = P(X € t7'(y)) = /t_l( Pl

Hvis t : E — F afbilder intervallet E bijektivt, monotont og kontinu-
ert differentiabelt pa et andet interval ' kan Y = ¢(X) fortolkes som
stokastisk variabel pa F' med kontinuert fordeling givet ved taetheden

Cop()  p (')
W =50 T )]

Denne relation huskes (og forstas) lettest pa formen

p(@)|dz| = q(y)| dy|
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hvor man kan dividere over med enten |dx| eller |dy|, afhesengigt af
om det er transformationens differentialkvotient % eller den omvendte
transformations differentialkvotient g—z der er lettest at opskrive som
funktion af y.

Dette resultat kan ogsa benyttes for kontinuert differentiable transfor-
mationer som ikke er bijektive. Sa skal ¢(y) blot udtrykkes som en sum
af bidrag af samme form som ovenfor fra de punkter x, der afbildes over
1y.

Lineaert affin transformation. Hvis X har teethed p far Y = a 4+ bX

(b # 0) teethed
B 1 Yy—a
q(y)——lb’p( 5 )

Fordelingen med taethed ¢ siges her at veere fremkommet af fordelingen
med taethed p ved, at denne er forsynet med positionsparameter a og
skalaparameter b.

Transformation til rektangulser fordeling. Hvis X har en kontinu-
ert fordeling med fordelingsfunktion F' vil R = F(X) vaere rektangulaert
fordelt pa enhedsintervallet. Omvendt kan en stokastisk variabel med
fordelingsfunktion F' konstrueres ud fra en rektanguleert fordelt variabel

Rved X = F71(R).
Middelvaerdien af en stokastisk variabel X med taethed p er givet ved

BX — / @)z dz

Middelveerdien af en afledt reel stokastisk variabel Y = f(X) kan udreg-
nes som

EY = /p(ac)f(x) dx .

Definitionen af varians, kovarians og korrelation kan overtages usen-
dret fra det diskrete tilfaelde, og der geelder de samme regneregler.

Den centrale graenseveerdisaetning siger, at hvis X;, Xs,... er u-
afheengige, identisk fordelte stokastiske variable med middelveerdi p og
varians o2, sa vil fordelingen af

Un:@(xl+---+xn_u>

g n

konvergere mod en normeret normalfordeling, i den forstand at

P U, <u)— ®(u).



Oversigt over kontinuerte fordelinger (ogsa fra senere kapitler).

Den rektangulaere fordeling eller ligefordelingen pa enhedsinter-

vallet har teetheden 1 pa enhedsintervallet (og 0 udenfor). Middelvaerdi

1, varians 5. Ligefordelingen pé et vilkérligt interval [a, b] (som fas ved

linezert affin transformation af ligefordelingen pa enhedsintervallet) har
teethed 1~ pa intervallet (og 0 udenfor).

Den normerede eksponentialfordeling har taethed e™* pa [0, +o00];
middelveerdi 1 og varians 1. Eksponentialfordelingen med skalapara-

meter b har taethed %e‘m/ b. middelveerdi b, varians b2.

Cauchyfordelingen har tethed (pa hele den reelle akse)

1
P(x):m-

Middelveerdi og varians er udefinerede.

Den tosidede eksponentialfordeling har taethed (pa hele den reelle

akse)
1

p(z) = 56

—|z|

Middelveerdi 0, varians 2.

Den normerede normale fordeling har teethed (pa hele den reelle

akse)
1 u?

o(u) = \/%6_7 .

Middelveerdi 0, varians 1. Fordelingsfunktionen for den normale forde-
ling betegnes

Den normale fordeling med middelvzerdi i og varians o2 (der kan
fortolkes som fordelingen af X = p+ oU for U normeret normalfordelt)

har taethed
1 (z—p 1 (z — p)?
— = exp | ———— ) .
o o O 202

Den logaritmiske normalfordeling, fordelingen af Y = exp(X) hvor
X er normalfordelt med middelveerdi ; og varians o2, har teetheden

S S N () Rl Dl
p(y) = Vine? p( 5,7 )

pa den positive halvakse. Middelveerdi exp <,u + %2>
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I'—fordelingen (udtales gamma-fordelingen) med formparameter A
er fordelingen med taethed

pa den positive halvakse. Middelveerdi A, varians .

x?—fordelingen (udtales ki-i-anden—fordelingen) med f frihedsgra-

der er (for f € N) fordelingen af 2X hvor X er I'fordelt med form-

parameter % Kan ogsa fortolkes som fordelingen af U + --- + U7,
hvor Uy, ...,Us er uatheengige, normeret normalfordelte. Middelvaerdi

f, varians 2f.

B—fordelingen (udtales beta—fordelingen) med formparametre \; og
Ao er fordelingen med taethed

1 Ar—1 Ap—1
xT) = T (1 —x)"?
o . - N . A1 Ao
pa [0,1]. Middelveerdi 53, varians EYESHE s vEn vy
F—fordelingen med frihedsgradsantal (fi, f2) er fordelingen af
X
o 1/ f1
Xa/fo

hvor X; og X, er uafhaengige, x2 fordelte med henholdsvis f; og fo
frihedsgrader.

T—fordelingen med f frihedsgrader er fordelingen af

U

VX/f

hvor U og X er uafhaengige, U normeret normalfordelt og X y2-fordelt
med f frihedsgrader. T2 vil s& veere F—fordelt med (1, f) frihedsgrader.

T —

Kapitel 6: Fordelinger pa reelle talrum.

Lad E veere R" eller et omrade i R™. En sandsynlighedstaethed pa
FE er en funktion p: £ — R som opfylder

(pl) p(.fBl, s axn) > 07 og

(p2) [ [pp(@1,. .. 2n)dey ... doy, =1

Den til p hgrende kontinuerte sandsynlighedsfordeling P er givet
ved

P(A):/---/Ap(xl,...,xn)dxl...dxn
9



:/-~~/1A(ac1,...,:Un)p(:cl,...,:vn)dxl...da:n.

Transformation. Hvis ¢ : E — F er en stykkevis konstant transforma-
tion kan Y = ¢(X) fortolkes som stokastisk variabel pa F' med diskret
fordeling, givet ved sandsynlighedsfunktionen

q(y) = P(t(X) =y) = P(X €t~ (y))

/ / dl‘l d
t 1(y)

Fordelingen af (X1,..., X%) (k < n), altsa den marginale fordeling af de
fgrste k variable, er igen en kontinuert fordeling med taethed

q(xq,... / / p(x1,. .. xp) dTgyq - .. dzy,.

Hvis t : E — F afbilder E bijektivt og kontinuert differentiabelt pa et
andet omrade F' C R™ kan Y = t(X) fortolkes som stokastisk variabel
pa F med kontinuert fordeling givet ved teetheden

Pt Y1y yn))
|det Dt (t=(y1, .-, yn)) |

Q(yl,-“;yn) =

Stokastisk uafhaengighed. Xi,..., X, siges at vaere stokastisk uaf-
haengige hvis taetheden kan skrives pa formen

p(x1, ..., xn) =p1r(x1) ... pn(xs)

hvor p1,...,p, er sandsynlighedstaetheder pa R.

Foldning. Lad X; og X5 veere reelle stokastiske variable, uathaengige
med tetheder p; og po. Sa har fordelingen af Y = X; + X5 teetheden

q(y) = / p1(y — z)p2(x) dz.

Den normale fordelings foldningsegenskab. Hvis X;i,..., X, er
uafhaengige, normalfordelte med middelveerdier puq, ..., u, og varianser
o2,...,02, s& er X; + --- + X, igen normalfordelt med middelveerdi

g1+ -+ p, og varians o3 + -+ + o2,
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Kapitel 7: Den normale fordelings teori.

I'—funktionen:
400
'\ = / e dr, A>0.
0
B—funktionen:

1
B(A1, \2) :/ sMTH1 =) e, A, A > 0.
0

['—funktionens funktionalligning: I'(A + 1) = AI'()).

Relation mellem I'- og B—funktionerne:

AT (A2)

B A) = 7 5)

Transformationsresultater. Hvis X; og X5 er uafhaengige, I'-fordelte
med formparametre A1 og Ag, sa er

Xy

S=X;+X 10) J = ——
! 2 & X1+ Xs

stokastisk uathaengige; S er I'-fordelt med formparameter A\; + Ao, og Z
er B—fordelt med parametre (A1, Az2).

I'—fordelingens foldningsegenskab. Lad X, ..., X,, vaere uafheen-
gige, I'—fordelte med formparametre Ay, ..., A\,. Saer X; +---+ X,
I'—fordelt med formparameter Ay + - -- + A,,.
Lad Uy,...,U, vere uatheengige, normeret normalfordelte. Betragt for
k < n de to afledte variable

Ui +--+Up

Z

= S=U2+...4+ U2
UZ+---+02 F p¥e b

Da er Z og S stokastisk uatheengige. Z er B-fordelt med parametre g
og ank’ og S er x?fordelt med n frihedsgrader. Endvidere er

(U2 +---+ U /k _(n—k)Z
U +--+U02)/(n—k)  k(1-2)

V =

F—fordelt med (k,n — k) frihedsgrader.

Lad Yy, ...,Y,, vere stokastisk uathaengige, identisk normalfordelte med
middelvaerdi ;1 og varians o2, og definer

n

Y = 1(Y1+~--+Yn), SSD =) (Vi -Y)>.

n -
=1

11



Sa er Y og SSD stokastisk uafheengige, ¥ normalfordelt (u,o2/n) og
SSD x?-fordelt med n — 1 frihedsgrader og skalaparameter o2. Hvis

pw=0er -
V/nY

\/ =1SSD

T-fordelt med n — 1 frihedsgrader.

Hvis Uy,...,U, er uafhsengige, normeret normalfordelte, siges U =
(Ur,...,Uy,) at veere (n—dimensionalt) normeret normalfordelt. Den
lineaert affint transformerede variabel X = p + CU, hvor 4 € R" og
C er en reguleer n X n—matrix, siges at vaere n—dimensionalt normal-
fordelt med middelveerdivektor p og kovariansmatrix ¥ = C'C".

T =
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