Kapitel 10

LINEARE NORMALE MODELLER

Vi har indtil nu ved praecisering af statistiske modeller benyttet for-
muleringer af typen “yi,...,y, er observationer af stokastiske variable
Y1,...,Y, med fordelinger givet ved ... 7. Det bliver for tungt i leeng-
den. Vi vil fremover tillade os simpelthen at sige at observationerne
(y’erne) selv er normalfordelte, Poissonfordelte eller hvad de nu er. Be-
grebsmaessigt er det noget sjusk, fordi observationer jo er givne tal og
derfor aldeles ikke er “fordelte” pa nogen som helst made. Men det er
i hvert fald nemmere, og det skulle ikke fgre til misforstaelser, nar bare
man husker hvad det i virkeligheden daekker over. Samtidig afskaffer vi
betegnelsen Y; og skriver fra nu af Ey;, var(y;) osv. i stedet for EY;,
var(Y;) osv. Kampen for at opretholde distinktionen mellem Y’er og
y’er har vi allerede tildels tabt, fordi vi for stgrrelser som B 0g SSDyes
ikke har indfgrt en notation, der ggr det muligt at se om vi taenker pa
dem som beregnede storrelser (funktioner af y’erne) eller afledte stoka-
stiske variable (funktioner af Y’erne). I det folgende bruges betegnelsen
Y1,...,Y, for de “observationsgenererende stokastiske variable” kun nar
vi helt explicit taler om fordelinger af stokastiske variable, som er afledt
af observationerne.

10.1. Den generelle linesere normalfordelingsmodel.

Den simple regressionsmodel og den ensidede variansanalysemodel (og
dermed ogsa den simple model for identisk fordelte normale variable) er
medlemmer af en meget stgrre klasse af modeller, som kaldes de lineare
normalfordelingsmodeller. Felles for disse modeller er, at observatio-
nerne (som vi altid vil betegne med y’er, oftest y1, ..., y,) er uafhaengi-
ge, normalfordelte med samme varians og en middelveerdi der er speci-
ficeret som en linezer funktion af et seet af ukendte parametre, kaldet
middelverdiparametrene. Disse modeller omfatter for eksempel

Multiple regressionsmodeller, som er regressionsmodeller med to eller
flere uathaengige variable. For to uathaengige variable x og z for eksempel

I Toyota Hiace eksemplet (eksempel 8.1) kunne man for eksempel udvide
modellen ved foruden bilens alder x; at inddrage antal kgrte km som z;.

Flersidede variansanalysemodeller, som er modeller hvori der kun indgar
faktorer i udtrykket for middelveerdien. Tosidet variansanalyse bruger
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Den generelle linezere normalfordelingsmodel 10.1

man for eksempel i tilfaeldet hvor observationerne naturligt kan arran-
geres 1 et tosidet skema, svarende til at man har to inddelingskriterier
eller faktorer. Hvis vi her med y,5; betegner den 7’te observation i den
celle af tabellen, som er bestemt ved raekkenummeret r og sgjlenummeret
s, vil man her normalt starte med modellen

Hrsi = Eyv“si = /BT‘S

som siger at observationer i samme celle har samme middelvaerdi. Det er
strengt taget bare en ensidet variansanalysemodel, svarende til opdelin-
gen i tabellens celler, eller, i en mere indforstaet statistikerjargon, den
ensidede variansanalyse hvor grupperne er bestemt ved krydsklassifika-
tionen givet ved raekke— og sgjlefaktorerne, eller — kortere — produktet
af disse to faktorer. Denne model kalder man ogsa for modellen med
vekselvirkning eller interaktion (engelsk interaction), idet man ved mo-
dellen uden vekselvirkning, ogsa kaldet den additive model, forstar den
simplere model hvor middelveerdien er sum af hovedvirkninger,

Hrsi = Oy + Bs-

Generelt specificerer man en lineaer normalfordelingsmodel ved et udtryk
for middelvaerdien som en sum af et antal led, der hver for sig kan antage
en af fglgende former:

B¢, effekten af en faktor med niveauer f =1,..., F.

Btg, effekten af to faktorer med niveauver f =1,...,Fogg=1,...,G.
Man taler her om wekselvirkning af forste orden eller to—faktor vek-
selvirkning, for at praecisere modsatningen til en model hvor de to fak-
torer indgar additivt med hvert sit led oy og 3.

Bggn, effekten af tre faktorer med anden ordens eller tre—faktor vek-
selvirkning.

Léaeseren kan selv fortssette denne opremsning. Vekselvirkninger kan i
princippet veere af vilkarlig hgj orden. Men vekselvirkninger af hgjere
orden bliver hurtigt uhandterlige i praksis, fordi de repraesenterer sa
mange parametre. Antallet af parametre af formen ¢, ¢, 5, er jo pro-
duktet F1F5...F} af antallene af niveauer for de faktorer der indgar.

Bx;, linezer effekt af en regressionsvariabel z.
Desuden forekommer “blandede” led af formen

Byx;, svarende til linezere effekter af regressionsvariable hvor haeldningen
athzenger af niveauet af en faktor. Undertiden bruger man ogsa beteg-
nelsen vekselvirkninger om sadanne led, idet man sa udvider begrebet
vekselvirkning til at omfatte vekselvirkninger af en faktor med en re-
gressionsvariabel. Her kan faktoren igen veere givet som et et produkt
af flere faktorer, f.eks.

Brgi 0SV.
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Den generelle linezere normalfordelingsmodel 10.1

Terminologien i forbindelse med disse modeller er uoverskuelig og ikke
altid lige logisk. En model hvor der indgar mange regressionsvariable,
men ingen eller kun fa faktorer, vil man oftest kalde en multipel regres-
sionsmodel. Hvis der kun er faktorer kalder man den en variansanaly-
semodel. Hvis man i en variansanalysemodel introducerer én eller nogle
fa regressionsvariable taler man undertiden om kovariansanalyse.

Matematisk formuleres den generelle linezere model ved hjelp af en n xp
matrix

T1i1 Ti12 Z1p

T21 T22 Tap
X = .

Tpnt Tp2 ... Tpp

som kaldes modelmatricen eller (iseer i variansanalysemodeller, hvor
faktorniveauerne varieres efter en pa forhand fastlagt forsggsplan) de-
signmatricen. Den ved X bestemte lineaere normalfordelingsmodel er
en model for n uafhaengige normalfordelte observationer med samme
varians, og med middelvaerdier givet ved

pi = By = Brwin + Poxio + -+ + BpTip.

Modellen har altsi, foruden den ukendte varians o2, p middelveerdi-
parametre 31,..., 3.

Pa matrixform kan disse udtryk for middelveerdien sammenfattes pa
formen

1 ri1 12 --- Tip B1
2 21 T22 ... T2p B2
Hn Tni Tn2 .. -Tnp Bp

eller, med betegnelsen p = (u1,...,u,) € R™ for middelverdivektoren
og betegnelsen 8 = (f1,...,0,) € R? for parametervektoren,

= Xp.

Bemaerk, at vi her fglger den konvention at alle vektorer i observati-
onsrummet R™ og middelvaerdiparameterrummet R? opfattes som sgj-
levektorer, dvs. som n x 1 eller p x 1 matricer — ogsa selv om vi skriver
dem pa saedvanlig made som “vandrette” vektorer i teksten.

EKSEMPLER. Modelmatricen for en simpel regression bestar af to sgjler,
med lutter ettaller i den fgrste og den uathaengige variables veerdier i
den anden:

p1 a+ By 1

po | a+ Br |1 m {a]
o : I Bl
[, o+ Bxy, 1 z,
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Den generelle linezere normalfordelingsmodel 10.1

Tilsvarende kan middelvaerdivektoren i en model med to regressionsva-
riable skrives

1 a+ Bpri + B2 1 =1 2=

2 a + Brre + P20 1 zo 2 «
Sl T : e : B
. . . . . /BZ

Modelmatricen for en ensidet variansanalysemodel bestar af lige sa man-
ge sgjler som der er grupper, altsa p = G. Den ¢’te veerdi i den g’te sgjle
har vaerdien 1 hvis observation nr. ¢ tilhgrer gruppe g, 0 ellers. Sgjlerne er
altsa indikatorer for gruppetilhgrsforhold, ogsa kaldet “dummy’er”. For
eksempel kan middelvaerdivektoren i en ensidet variansanalysemodel for
6 observationer fordelt pa 3 grupper af stgrrelse 2 (idet vi antager at
observationerne i gruppe 1 kommer forst osv.) skrives

il A L0 0
we| 1Al |10 0
ws| |B| o1 of |2
wi | =8| T o 1 of |
ws | |gs| oo 1| L7
L Ue 4 _ﬁg_ LO 0 1

(idet vi her har valgt at kalde middelvaerdien i gruppe g for 3, i stedet
for pg, for at undgd forveksling af middelveerdivektoren p € R® med
parametervektoren 3 € R3).

Bemzerk at det betyder, at en ensidet variansanalysemodel med G grup-
per kan beskrives som en multipel regressionsmodel med G regressions-
variable, hvor de G uathaengige variable kun antager veerdierne 0 og 1,

og hvor der for hver observation er netop én af dem som antager veerdien
1.

Mere generelt kan ethvert led af formen 3, skrives som

By = Brx1; + -+ + Bawai,
hvor
1 hvis observation ¢ tilhgrer gruppe g,
i —
9t 0 ellers.
Pa denne made kan man rent formelt skrive en hvilken som helst lineser
normalfordelingsmodel som en multipel regressionsmodel.

Som et sidste og lidt mere avanceret eksempel kan vi tage en model der
involverer et “blandet” led af typen B;x;. Antag at vi har seks observa-
tioner yi,...,ys. I modellen indgar en regressionsvariabel z1,...,zg og
en faktor pa to niveauer, der deler observationerne i de fgrste to og de
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Normalligningerne 10.2

sidste fire observationer. Betragt modellen “to regressionslinier” givet
ved

pi = oy + Brr;
Pa matrixform kan denne model skrives

[ 41 ] T+ BT 1 0 z; 07
2 ay + [172 I 0 2o O a1
p3 | _ a2+ Pexs| _ [0 1 0 a3 o
fhg ag + By 01 0 z4 B1
ps g + Baxs 01 0 =5 B2

L g | s + Boxg [0 1 0 =zgd

Modellen kan kort beskrives ved at observationerne i de to grupper fol-
ger hver sin simple regressionsmodel, bortset fra at variansen er faelles.
Som en umiddelbart interessant delmodel har den modellen “to parallelle
regressionslinier” givet ved 1 = B2 = 3, altsa

i = ap + P

som pa matrixform kan skrives

[ 41T [og + By ] 10 =
p2 a1 + P 1 0 =z o
p3|  |oae+PBrs| [0 1 x3 al
pa|  |ax+PBxy| |0 1 x4 5
M5 az + frs 0 1 =5

L Ue _O{2+BCE6_ LO 1 Te

10.2. Normalligningerne.

Likelihoodfunktionen for den linezere model bestemt ved n x p model-
matricen X for observationer y1,...,y, kan skrives

- 1 1
L(ﬁla---,ﬁp702):g<m> exp <_T‘2(yi_ﬂi)2>
B 1 " 1 & | \2

- <\/W> €Xp _ﬁi:1(yz_ﬂz)

1 " 1
o - o 2
—( Wﬂ) exp( Ly ull)

1 " 1
(o) e (—gasll - x817).

og log—likelihooden bliver saledes, pa naer en additiv konstant,

1 1
~3 (nlogaz + pHy — Xﬁ||2> :
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Normalligningerne 10.2

For fast o2 er maksimerering af likelihooden siledes sekvivalent med
minimering af ||y — X3||?, som er kvadratet pa afstanden fra obser-
vationsvektoren y til middelveerdivektoren X 3. Lad L C R™ betegne
underrummet udspeendt af sgjlerne i modelmatricen X. Nar [ gen-
nemlgber middelvaerdiparameterrummet R? vil 4 = X gennemlgbe L.
Modellen er saledes (idet vi ser bort fra valget af parametrisering, og kun
interesserer os for hvilke fordelinger af observationssaettet der er mulige
under modellen) fuldstendigt beskrevet ved at middelveerdivektoren g
tilhgrer underrummet L, som kaldes modellens middelverdiunderrum.

Maksimaliseringsestimatoren for middelvardivektoren p er hermed ka-
rakteriseret som den vektor i € L der (i seedvanlig Euklidisk afstand
pa R™) ligger nzermest ved observationsvektoren y. Det betyder natur-
ligvis, hvis man ter stole pa sin geometriske intuition nar det geelder
n—dimensionale rum, at ji er ortogonalprojektionen af y pa L.

Mere praecist gelder der folgende. Lad
P:R" —-R"

betegne den lineaxre afbildning, der til en vilkarlig vektor y € R™ knytter
dens ortogonalprojektion pa L. For en given vektor y kan Py entydigt
karakteriseres som den vektor i L der opfylder

y— Py e Lt

Ifplge en elementzer udregning (eller Pytagoras’ saetning, om man vil)
har vi nu for p € L

ly — ull> = lly — Py||® + || Py — ul)?,

hvoraf umiddelbart fglger, at denne stgrrelse antager sit minimum for
n= Py.

Matematisk set har vi hermed fundet estimatoren for middelveerdivek-
toren p. Beregningsmaessigt kan man ikke sige at vi har lgst prob-
lemet, da lgsningen involverer det abstrakte begreb “ortogonalprojek-
tion”. Men karakteriseringen af ortogonalprojektionen satter os umid-
delbart i stand til at opskrive de ligninger, der bestemmer maksimalis-
eringsestimatorerne for de oprindelige parametre f1,...,3,. Ifslge o-
venstaende karakterisering af Py er lgsningen (eller lgsningerne) givet

ved
(y — XBlu) =0 for alle u € L,

eller
(y|u) = (X B|u) for alle u € L.

Pa matrixform kan denne betingelse skrives
w'y = u' X for alle u € L,
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og da denne ligning abenbart er opfyldt for alle v € L hvis og kun hvis
den er opfyldt for alle u i en mangde der udspaender L — f.eks. sgjlerne
i X — kan betingelsen ogsa skrives

X'y = X'XB.

Dette linesere ligningssystem kaldes normalligningerne. Et st 8 af mid-
delveerdiparametre opfylder disse ligninger hvis og kun hvis likelihood’en
i dette punkt (for fast o?) antager sin maksimale veerdi.

Antag nu at parametriseringen af middelvaerdivektoren p ved (3 er injek-
tiv. Det betyder at den linezere afbildning X : R? — R" er injektiv, dvs.
at matricen X har linesert uafhengige sgjler. I sa fald er p x p—matricen
X'X regulaer (faktisk positivt definit), hvoraf umiddelbart folger at nor-
malligningerne har den entydige lgsning

f=(X'X)"" Xy.

Hvis parametriseringen ikke er injektiv bliver lgsningsmaengden et un-
derrum af RP. Men som vi senere skal se kan man altid reducere til
tilfaeldet hvor X har linesert uafthaengige sgjler ved at fjerne nogle af
spjlerne (svarende til at visse af de oprindelige parametre sattes til 0),
og da det er sadan man handterer problemet i praksis, behgver vi ikke
her at interessere os mere for dette tilfaelde.

Beregningsmaessigt har vi hermed reduceret problemet til noget der ved-
rgrer matrixregning, herunder inversion af p x p—matricen X’'X. Altsa
ikke noget man normalt vil kaste sig ud i at ggre i handen for p > 2,
men dog noget som er programmeringsmaessigt overkommeligt.

Bemark at vi hermed ogsa har vist at
Py=j=XB=X(X'X)" X'y,
hvoraf fglger matrixrelationen
P=X(X'X)""X'

som viser hvordan man beregner matricen P for ortogonalprojektionen
pa underrummet udspaendt af en given basis (sgjlerne i X).

Om fordelingen af maksimaliseringsestimatoren geelder nu folgende:

SETNING 10.1. Under antagelse af at X har lineert uafhengige sgjler
geelder at maksimaliseringsestimatoren

B=X'X)'XY
er p—dimensionalt normalfordelt med middelverd:
ES =8
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og kovariansmatriz
cov(B) = o2 (X'X) "

Néar vi her skriver E3 = A skal det naturligvis forstas sadan at vi tager
middelvaerdien plads for plads, altsa

EBjZBj fOI‘jzl,...,p.

Nar man pa denne made definerer middelveerdier af stokastiske vektorer
eller matricer Z ved at tage middelveerdi plads for plads, geelder reg-
neregler som

E(AZ) = A(EZ) og E(ZA) = (EZ)A,

der tillader ombytning af matrixmultiplikation med middelveerdidan-
nelse. Disse regler — som umiddelbart folger af matrixproduktets defi-
nition og simple regneregler for middelvardier — bruges flittigt i beviset
for seetningen.

BEvVIS. Det er klart at B er normalfordelt, da B jo er fremkommet ved
lineser transformation af observationsvektoren Y. Middelvardien bliver

ES =E((X'X)71X'Y) = (X’X)"'X'EY = (X'X)"'X'X8 = 4,
og kovariansmatricen
COV(B) =E((B-B)(B-B))
=E((X'X)7'X"(Y — ) (X' X)7'X ’( —n)’)

E((XX) XY = )Y — ) X (X'X)' )
= (X'X)TXE((Y = (Y - p)) X (X' X))
= (X'X)"'X'(*NX(X'X)!

I)

1
o*(X'X)”
Af sztningen folger specielt at estimaterne for middelveerdiparametrene
er centrale, og at variansen pa maksimaliseringsestimatet 3; for den j’ te

parameter (3; kan udregnes som o2 ganget med det j'te diagonalelement
i matricen (X'X)~!

OPGAVE 10.2.1. I en simpel regressionsmodel er X’ X en 2 x 2-matrix,
som er nem at regne ud. Benyt dette — samt en velkendt formel for den
inverse til en 2 x 2—matrix — til at udlede formlerne for maksimaliser-
ingsestimatorerne & og B fra kapitel 8 og disses varianser.

OPGAVE 10.2.2. T en ensidet variansanalysemodel bliver X’X en di-
agonalmatrix, der som bekendt er nem at invertere. Benyt dette til
at udlede formlen for maksimaliseringsestimatorerne fi, fra kapitel 9 og
disses varianser.

101



Estimation af variansen 10.3

10.3. Estimation af variansen.

Med SSD,¢s betegner vi som saedvanlig kvadratsummen af observation-
ernes afvigelser fra deres estimerede middelvaerdier, altsa

SSI)res - Z(yz - /7'1)2 - ||y - ﬂ”z = ||y - Py“Z

Den delvis maksimerede log—likelihood har som saedvanlig udseendet

R R 1 1
1(B1y- -y Bp,0?) = —3 <n10g02 + FSSDres> ,

og antager sin maksimale veerdi for

9 9 SSDyes

o :O-ML: n .

Som skgn for variansen benytter man imidlertid det korrigerede estimat

~9 SSDres
g = .
n—p

Vi er nu endelig i den lykkelige situation, at vi kan give et generelt bevis
for det resultat, der som konsekvens har at denne estimator er central,
samt en rackke andre pastande som vi har henvist til under gennemgan-
gen af den simple regressionsmodel og den ensidede variansanalysemodel:

SETNING 10.2. Residualkvadratsummen SSD,es er x?—fordelt med n—p
frihedsgrader og skalaparameter o®. Desuden er residualvektoren Y —
PY =Y —ji (og dermed 0gsi SSDyes = ||Y — PY||?) stokastisk uafhengig

af vektoren af fittede veerdier i = PY (og dermed af ().

Bemzerk at nér vi taler om 3 som en veldefineret storrelse (her: stoka-
stisk variabel) er det underforstaet at parametriseringen er injektiv, altsa
at X har linezrt uatheengige sgjler. Resten af satningen geaelder sadan
set uden denne antagelse (idet p sa skal betegne antallet af parametre i
en injektiv parametrisering, eller dimensionen af L).

Bevis. Lad ey,...,e, vere en ortonormal basis for R", som er valgt
pa en sadan made at de fgrste p enhedsvektorer eq,...,e, netop ud-
spender middelverdiunderrummet L. Det betyder at eq,...,e, er en
ortogonalbasis for L (for eksempel konstrueret ved Gram—Schmidt or-
togonalisering af spjlerne i X'), medens ejy1, ..., e, er en ortogonalbasis
for Lt. Seet

Y — i
U, = Hi

o

Saer Uy, ..., U, stokastisk uafheengige, normeret normalfordelte. Lad U
betegne den n—dimensionale stokastiske variabel (Uy,...,U,). Af saet-
ning 7.2.1 i Ssr. fglger nu, at de stokastiske variable Vi,...,V,, givet
ved

Vi = (e|U)
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igen er uafthaengige, normeret normalfordelte.

Nu er imidlertid
PY = P(p+0oU) = P(p+o(Vier + -+ Vyen))

=P(u)+oPViey + -+ Vaen) = p+o(Vier + - - + Vpep),

og dermed
Y—-PY=(pu+oVietr+ -+ Vypen)) — (n+o(Vier + -+ Vpep))

= 0'(‘/p+1€p+1 + -+ Vnen)

Heraf folger, da kvadratet pa den Euklidiske norm af en vektor jo kan
udregnes som kvadratsummen af vektorens koordinater m.h.t. en hvilken
som helst ortonormal basis, at

SSDreS = ||Y - PY“Z = 0-2(‘/1)2—1—1 +oeeet Vn2)7

hvoraf sezetningens fgrste pastand umiddelbart folger (jvf. x2—fordelin-
gens definition Ssr. side 125-26). Den anden pastand fglger af at ji =
PY (og dermed ogsa Bi,..., Bp) kan skrives som funktion af V,..., V),
medens residualvektoren Y — PY (og dermed SSD,es) er en funktion af
Votis--os Vi

10.4. F—test for modelreduktion.

Betragt nu, ud over modellen bestemt ved n x p—matricen X, en reduc-
eret model bestemt ved en n x pp—matrix Xy, po < p. Lad L og Ly
betegne de to modellers middelveerdiunderrum, som er af dimensioner
p og po (idet vi stadig antager at parametriseringerne er injektive, altsa
at X og Xy har linesert uathaengige sgjler). Vi antager at Lo C L, dvs.
at modellen bestemt ved Xy er en delmodel af modellen bestemt ved
X. Med SSD,¢s og SSDY._ betegnes residualkvadratsummerne i de to

modeller. Om kvotienttestet for den tilsvarende modelreduktion har vi
nu folgende resultat:

SETNING 10.3. Kwvotientteststorrelsen for hypotesen p € Lo @ den ved
X bestemte model er en monotont voksende funktion af

SSDY — SSDyes)/(p — po)

_
F= SSDyes/(n — p)

som under hypotesen er F—fordelt med (p — po,n — p) frihedsgrader.

Bevis. Lad ey,...,e, vaere en ortonormal basis for R™ som er valgt
pa en sadan made at de forste py basisvektorer udspsender Ly og de
forste p basisvektorer udspzender L. En sadan basis kan umiddelbart
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konstrueres ved at vi fgrst veelger eq,...,e,, som en ortonormal basis
for Ly, dernaest ep,+1,-..,€p som en ortonormal basis for L N Ly, og
endelig )41, ..., e, som en ortonormal basis for L*. Som i beviset for
forrige saetning definerer vi uathangige, normeret normalfordelte stoka-

stiske variable
U, = Y —

o

og far ifplge seetning 7.2.1 i Ssr. at de stokastiske variable Vi,...,V,
defineret ved

Vi = ()
ligeledes er uathaengige, normeret normalfordelte. Sa er
SSDI'ES = 0.2(‘/'p2+1 + -4 VTL2)7
og tilsvarende for den reducerede model

SSDI(‘)es = 0-2(‘/]020—{—1 ++ Vnz)7

Log—likelihoodens maksimale vaerdi under den store model er
1 ( SSDes )
—— | nlog +n
2 n

og under den reducerede model tilsvarende

1 ( SSD? >
—— | nlog———— +n
2 n

Vi far saledes

1 DO 1 Dres
—2log @ =2 (5 <nlog% +n> — = <nlog SSn +n>>

n 2
i tog 53D _ 1o (), SR, — SSDye
I TTD SSDyes '

Heraf folger umiddelbart ssetningens fgrste pastand, og den sidste fglger
af omskrivningen

[ (Ve +--+ V) (p—po)
(Vi +- -+ V2)/(n—p)

i forbindelse med definitionen af F—fordelingen (Ssr. side 127).

104



T—test for modelreduktion 10.5

10.5. T—test for modelreduktion.

I tilfeldet p = pp + 1 kan hypotesen p € Ly altid fortolkes som en
hypotese om at en eller anden linearkombination

19:@161+...+a,p/6p

af middelveerdiparametrene er lig med 0. Hvis X har linesert uatheeng-
ige sgjler vil koefficienterne aq,...,a, vere entydigt bestemt ved X, L
og Lg pa ner proportionalitet. Dette folger for eksempel af at to ikke—
proportionale betingelser af formen a5; + --- + a8, = 0 bestemmer
et p — 2-dimensionalt underrum af RP, som ved den injektive para-
metrisering af middelvaerdivektoren ville blive afbildet over i et p — 2—
dimensionalt underrum af L.

Ved at omparametrisere modellen pa formen
p="11e1+ -+ 9pep

med nye parametre 9q,...,7,, svarende til en modelmatrix der som
sgjler har de forste p enhedsvektorer i en ortonormalbasis eq,...,e, der
er valgt som i beviset, for saetning 10.3, far vi en parametrisering hvor hy-
potesen i € Lg er sekvivalent med 9, = 0. Maksimaliseringsestimatoren
for ¥, er under denne parametrisering simpelthen

'§p = (Y|ep) =10y +0Vy

( = p’te koordinat af ortogonalprojektionen af ¥ pa middelvaerdiunder-
rummet, nar eq, .. ., e, bruges som basis), og variansen pa dette estimat
er

var(d,) = o2,

Den til F-teststorrelsen svarende T-stgrrelse (se Ssr. side 127) kan derfor
skrives som

A

V}; '910 _ﬁp
o

V2L ++V2)/(n—p)

ML-estimatet for den parameter som ifglge hypotesen er 0

den estimerede standardafvigelse for denne

Men pa grund af ovenstaende bemaerkninger om entydighed af den lin-
earkombination, der ifglge hypotesen er lig med 0, holder den sidste
fortolkning ogsa i den oprindelige parametrisering. Parameteren 9, er
jo ngdvendigvis, som funktion af 31,..., 3,, netop denne linearkombina-
tion. Det betyder at kvotienttestet for en hypotese af formen ¢ = 0, hvor
U er en af parametrene 31, ..., 3, eller en linearkombination af disse, al-
tid kan foretages som et T-test, hvor estimatet for ¥ divideret med sin
estimerede standardafvigelse vurderes tosidet i en T—fordeling med n—p
frihedsgrader.
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10.6. Konventioner i forbindelse med overparametrisering.

Antag at vi har data i form af en tosidet tabel med 2 rackker og 3 sgjler,
hvor hver celle indholder én observation y,s, r = 1,2, s = 1,2,3. Den
additive model kan her skrives

[ 11 ] fay + F1] 1 0 1 0 07 o
12 a1 + B 1 00 10 1
ps|  lar+pBs| |1 00 0 1]]|%?
por |~ oat B | T o1 1 0 of |2
por | |oatpa| |01 0 1 0f |

L 23 J _052+B3_ [0 1 0 0 1. B?,

Denne parametrisering er ikke injektiv. Modelmatricens fem sgjler er
linezert athaengige, hvilket for eksempel folger af at summen af de forste
to er lig med summen af de sidste tre. Man ser da ogsa umiddelbart at
man kan @endre pa de fem parametre uden at sendre pa middelvaerdi-
vektoren, ved at addere et tal til de to rackkeparametre og trackke det
samme tal fra de tre sgjleparametre.

Man kalder en parameter eller parameterfunktion identificerbar, hvis
den er entydigt bestemt ved den tilhgrende sandsynlighedsfordeling. I
dette tilfzelde er ingen af de fem parametre oy, as, B1, B2 og B3 identi-
ficerbare. Differensen mellem de to rackkeparametre, eller enhver af de
tre mulige differenser mellem sgjleparametre, er derimod identificerbare.
For eksempel er jo a; — ag = p11 — p21-

Generelt er det ikke muligt at opskrive udtrykket for middelvaerdien i en
model hvor to eller flere faktorer indgar additivt pa en naturlig made,
saledes at parametriseringen er injektiv. Dette er en af begrundelserne
for at man i praksis er ngdt til at arbejde med modelmatricer, der ikke
har linezert uafhengige sgjler.

En anden begrundelse for dette er, at man ofte — af andre grunde, som
har noget at gore med hvilke estimater man vil have udregnet og hvilke
tests man vil have udfort af en statistisk programpakke — med vilje op-
skriver modellerne med overflédige led. En ensidet variansanalysemodel
opskrives for eksempel normalt (nar man snakker teori) pa formen

Kgi = Bga

men der er ikke noget i vejen for tilfgje et overflgdigt konstantled og i
stedet skrive den pa formen

Kgi :7+Bg-

Det svarer til at tilfgje en sgjle bestaende af lutter ettaller som den
forste sgjle i modelmatricen. Herved bliver sgjlerne naturligvis linesert
athaengige, fordi den tilfgjede sgjle er summen af dem der stod der i
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forvejen. Formalet med at ggre det kan veere at tvinge den statistiske
programpakke man bruger til at udfgre testet for homogenitet. En stan-
dard facilitet, som mange programpakker har, gar nemlig ud pa at man
kan fa udfgrt alle de tests, der svarer til fjernelse af leddene i formlen
for middelveerdien ét for ét, startende med det sidste.

Lad os tage et mere kompliceret eksempel: En tosidet variansanalyse-
model med vekselvirkninger vil man normalt skrive

Mrsi = Eyrsi = 61"5-
Men ved i stedet for at skrive den pa formen
Mrsi :’Y+ar+ﬁs+6rs

opnar man, at der blandt de tests for modelreduktioner som svarer til
fjernelse af led bagfra optraeder fglgende:

Test for additivitet: Reduktionen fra
Nrsi:7+ar+ﬁs+6rs til /1'7“511:7"_017“_*_63

Test for forsvindende sgjlevirkning i den additive model: Reduktionen
fra

/’1’7"87: :fy+a'r+/85 til ,U”I"S’i :’}/—‘—alr

Test for homogenitet i den ensidede variansanalysemodel svarende til
opdelingen efter rackker: Reduktionen fra

Mrsi =Y + Qp til Mrsi = 7Y

Bemaerk at vi ikke far udfert alle de tests som kunne vere relevante.
De to der mangler kunne vi fa udfert ved at bytte om pa hovedvirk-
ningsleddene «, og Bs. Nar man specificerer en model i en statistisk
programpakke er det derfor normalt en god idé at skrive de led man
forst vil forsgge at teste vaek som de sidste.

Af beregningsmaessige og praesentationsmaessige grunde er det imidlertid
ngdvendigt at sendre parametriseringen af modellen sa den bliver injek-
tiv. Den simpleste metode hertil — som ogsa, med visse modifikationer,
er den der benyttes af de fleste statistiske programpakker — bestar i at
udtynde modelmatricens sgjler forfra, sa dem der bliver tilbage er linesert
uathaengige. Princippet er altsa at man gennemgar sgjlerne forfra én for
én. Hver gang man stgder pa en, der kan skrives som linearkombina-
tion af de foregaende, fjerner man den. De tilsvarende parametre udgar,
eller seettes lig med 0 om man vil. Det er klart at man pa denne made
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ender med et saet af sgjler, som er linesert uathaengige og udspaender
det samme underrum som de oprindelige — dvs. definerer den samme
statistiske model, bare i en anden parametrisering.

EKSEMPLER. En ensidet variansanalysemodel med 6 observationer delt
i 3 grupper af stgrrelse 2 kan, nar vi tager et konstantled med, skrives
pa formen

[ 1] Y+ P17 1 1 0 07
2 v+ b1 I 1.0 0fr~
p3 | _ |y+P| _ |1 0 1 0f|p
o v+ B2 1 01 0f [p
s v+ B3 L 0 0 1] LB
L 116 | v+ B3 ] L1 0 0 1

Udtynding af modelmatricen til lineser uathaengighed forer abenbart til
at den sidste sgjle slettes, sa vi far den injektive parametrisering givet
ved

161 ] (Y + B 1 1 07
2 v+ b1 1 10
us_w+ﬁz_101[g]
u4_v+62_101vj
s y 10 of L7
yirs L v (1 0 Ol

Denne parametrisering er ikke specielt naturlig, hvilket betyder at man
skal holde hovedet koldt nar man lseser og fortolker de parameteresti-
mater, der kommer ud af statistiske programpakker. Bemaerk at fortolk-
ningen af “konstantleddet” 7 er, at det er middelveerdien i gruppe 3 (!),
medens (31 og [ er differenser mellem middelvaerdierne i grupperne 1
og 2 og middelvardien i gruppe 3.

I en tosidet model svarende til en tabel med 2 raekker og 3 sgjler og 2
observationer pr. celle bliver middelvardivektoren i modellen med vek-
selvirkning, opskrevet med konstantled og begge hovedvirkninger,

[ H111 ] 1101 001 00000 0
(112 1101 0 0 1 00000 o
1121 1 1001 001 0O0O00O0 Q
H122 11001 0010000 B1
H131 1100 01 0 01T 000 B2
piz2| 1110 0 0 1 0 0 1 0 0 O B3
p211| |1 0 1. 1.0 0 0 0 O 1 0 O 011
H212 101 100O0O0O0T1TTO00O0 012
H221 10101 0O0O0O0O0T1T0D0 013
H222 10101 0O0O0O0O0T1T0D0 d21
H231 101001 0O0O0O0O01 022

L 4232 - (1 01 0 01 0 0 0 0 0 11 Ldos.
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Vi har her udbygget det tidligere eksempel pa en tosidet model — en
2 x 3 tabel med 1 observation pr. celle — ved at fordoble antallet af ob-
servationer. Det er strengt taget ikke ngdvendigt for at forklare de ting
der vedrgrer parametriseringen. Men vekselvirkningsmodellen i en tabel
med 1 observation pr. celle er lidt uinteressant derved at middelvaerdi-
underrummet udggr hele observationsrummet, sa man kan ikke estimere
variansen (man far SSDyes = 0, ft = y osv.). Man vil derfor normalt for
en tosidet tabel med én observation per celle veere tvunget til at veelge
den additive model som sin grundmodel.

Udtynding af modelmatricen til lineser uafheengighed forer her til at
sgjlerne 3, 6, 9, 10, 11 og 12 fjernes, svarende til as, B3, 013, d21, 022
og d23. Med andre ord, alle parametre der har et “maksimalt indeks”
settes til 0. Herefter far vi den injektive parametrisering

[ 4111 Ty 4y + B1 + 0117 1 1 1 0 1 07
H112 v+ a1+ B+ 011 11101 0
121 Y+ a1+ P2 + 012 1 1.0 1 0 1
H122 v+ ay + B2 + 012 110 1 0 1({ 797
H131 Y + oy 1 1.0 0 0 O (05]
H132 | Y+ o 11 1.0 0 0 O B1
poi1 | v+ b1 T 1101 0 0 0f]pe
H212 v+ b1 1 010 0 O 011
H221 v+ B2 1 0 01 0 0] Ldqal
H222 v+ B2 1 0 01 00
H231 ¥ 1 0 0 0 0 O

L [1232 4 L ¥ i 1 0 0 0 0 O

Noget kompliceret, ma man sige, i betragtning af at det i virkeligheden
drejer sig om en ensidet variansanalysemodel med 6 grupper af storrelse
2. Men i praksis er der jo ikke noget i vejen for, at man estimerer denne
model bade ved at angive den fulde modelformel som her, for at fa udfort
en raekke tests, og — hvis man ikke kan fa den reduceret til noget sim-
plere — pa formen p,s; = 6,5, for at fa udskrevet parameterestimaterne
pa en mere laeselig form.

10.7. Modelformler.

Vi kan ikke inden for rammerne af dette kursus introducere store statisti-
ske programpakker som SAS og GENSTAT. Det kraever for lang tid bare
at komme igang med dem. For ikke at lade laeseren helt i stikken nar det
gaelder statistiske beregninger i praksis vil vi i kapitel 12 og 13 gennemga
handteringen af en raekke modeller i ISU (Interactive StatUnit), som er
forfatterens egen, meget mindre og meget lettere tilgeengelige, statistik-
pakke. Det vi vil sige her om den symbolske notation til specifikation
af linezere modeller gaelder imidlertid generelt for statistiske program-
pakker. Der er kun nogle nuanceforskelle. I SAS skal man for eksempel i
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hvert enkelt tilfzelde praecisere hvilke variable der opfattes som faktorer
ved et szerligt CLASS direktiv. I GENSTAT er syntaksen i forbindelse
med modelformler mere indviklet end antydet her, fordi der skelnes mel-
lem R.S (som er en “ren vekselvirkning”) og R*S (som er skvivalent
med R+S+R.S). Hverken i SAS eller GENSTAT specificeres modellens
konstantled (men man kan, ved en serlig indsats, undga at fa det med).
Men disse sma afvigelser er ikke svaere at leere, og de er under alle om-
steendigheder umulige at lzere uden at forsta de generelle principper som
forklares her.

Nar man skal forteelle en statistisk programpakke at man gnsker at fa
analyseret en tosidet model med vekselvirkning ggr man det naturligvis
ikke ved at skrive

Eyi :’Y+ar+ﬁs+6rs-

Man ger det (med det naevnte forbehold vedrgrende konstantleddet) ved
at skrive

Y=1+R+S+R*S

Her forudsaettes at R og S er navnene pa de faktorer — dvs. vektorer eller
tabeller hvis veerdier er faktorniveauer — som for hver enkelt observation
fortaeller hvilken gruppe observationen hgrer til.

Generelt bruger man til specifikation af linesere modeller en symbolsk
notation, hvor modellens led angives ved udtryk der er adskilt af plusser
eller (i SAS) mellemrum. Normalt skriver man sa responsen forst, efter-
fulgt af et lighedstegn. Det enkelte led pa hgjre side af lighedstegnet kan
veere

— Navnet pa en faktor, svarende til et led af formen o.

— Navnet pa en kvantitativ (regressions—)variabel af samme lzengde som
responsvektoren, svarende til et led af formen [z;.

— Navnene pa flere faktorer adskilt med gangetegn (x), svarende til et
vekselvirknings— eller produktled af typen g, aggp etc.

— Navnet pa en eller flere faktorer og en kvantitativ variabel, adskilt
med gangetegn, svarende til led af formen Brx;, Brqx; etc.

En naturlig forleengelse af denne notation gar ud pa, at hvis der i et pro-
dukt optraeder flere regressionsvariable, sa skal deres veerdier simpelthen
ganges sammen.

Den nemmeste made at forsta disse regler pa er maske via folgende
beskrivelse af den algoritme, der genererer modelmatricen (for udtyn-
ding) ud fra modelformlen. Hvert led i modellen omsattes til et antal
spjler i matricen. Et konstantled 1 omsaettes til en sgjle af ettaller. Et led
som bestar af navnet pa én kvantitativ variabel omsattes til en sgjle der
indeholder dennes veerdier. Et produkt af kvantitative variable gener-
erer en sgjle bestaende af produkterne af disses veerdier. Kun hvis der
optraeder faktorer i et led genereres mere end én sgjle. Antallet af sgjler
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som genereres af et led er produktet af niveauantallene for de faktorer
der forekommer i leddet. Hvis et led udelukkende indeholder faktorer
bliver sgjlerne “dummy’erne” for grupperne i den tilsvarende krydsklas-
sifikation. Hvis der ogsa forekommer kvantitative variable ganges alle
sgjlerne plads for plads med disses veerdier.

EKSEMPLER. Lad F og G vare betegnelser for faktorer, medens X og Z
er betegnelser for regressionsvariable, og Y er navnet pa den vektor der
indeholder responserne. Den ensidede variansanalysemodel svarende til
G er sa givet ved modelformlen

Y=G (minimal, injektiv parametrisering)
eller

Y=1+G (med konstantled, med henblik pa at fa udfgrt homogenitetstes-
tet).

Den tosidede model med vekselvirkning kan skrives
Y=1+F+G+F*G

hvor de tre fgrste led kan udelades efter behag, atheengigt af hvad man
vil have testet og hvilken parametrisering man gnsker.

En simpel regressionsmodel skrives typisk

Y=1+X

men hvis man af en eller anden grund vil have testet for afskaering=0
kan man skrive

Y=X+1

(dette geelder kun for ISU, i SAS og GENSTAT er det mere indviklet)
En regressionsmodel med to uafhaengige variable kunne se sadan ud:
Y=1+X+Z

og hvis man af en eller anden grund ville forsgge at tilpasse et anden-
gradspolynomium i de to variable kunne man skrive
Y=1+X+Z+X*X+Z*Z+X*Z

En model, der beskriver observationerne i et grupperet talmateriale ved

en regressionsmodel, hvis parametre varierer fra gruppe til gruppe, kan
skrives

Y=F+F*X

Hvis regressionslinierne skal vaere parallelle skriver man

Y=F+X

og hvis man gnsker at teste for parallellitet i den stgrre model kan man
derfor fra starten skrive

Y=F+X+F*X

saledes at fjernelse af sidste led netop kommer til at svare til hypotesen
om parallellitet. Parametriseringen af den oprindelige model bliver sa
til gengaeld ret kompliceret.
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OPGAVE 10.7.1. Responserne y; i eksempel 9.1 (side 82) er fremkommet
ved at man for hver enkelt villa har divideret den manedlige bruttoydelse
b; med beboelsesarealet a;:

i

Y = —

a;
En linezr normalfordelingsmodel, som er (mindst) lige sa naturlig er
falgende, hvor bruttoydelserne b; opfattes som responser med arealet a;

og villaens placering p € {Nord,Syd} som forklarende variable:

Modellen svarer til at man lsegger en regressionslinie ind pa hver af
de to tegninger nedenfor, hvor punkterne (a;, b;) er indtegnet. Modellen
forekommer umiddelbart rimelig, nar man ser pa tegningerne hver for sig,
og selv om spredningen omkring linien maske er lidt storre for omrade
Nord end for omrade Syd, ser det ud til at veere en brugbar model.

Residualkvadratsummen i denne model samt 1 to reducerede modeller
fremgar af nedenstaende skema:

Modelformel Eb; Residualkvadratsum
B=1+P+A+P*A  «, + f,a; 283751543
B=1+P+A ap + Ba; 288502385
B=1+A a + Ba; 325339633

Hvad kan man konkludere af dette? Fortolk resultatet gkonomisk. Til

orientering kan oplyses at parameterestimaterne i modellen Eb; = o, +
Ba; blev

ay = 6151
g = 4632
B= 3127

Hvad er det for en (forkert) antagelse i den ensidede variansanalysemodel
fra eksempel 9.1, der ggr at konklusionerne bliver sa forskellige?
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