Kapitel 11

SUCCESSIV TESTNING

Som naevnt i kapitel 10 har de fleste statistikpakker en facilitet, der gor
det muligt at fa foretaget de F-tests for modelreduktioner som svarer
til at modelformlens led fjernes ét for ét bagfra. I dette kapitel vil vi
ga mere i detaljer med hvordan regnestgrrelserne fra disse tests normalt
sammenfattes i et sakaldt wvariansanalyseskema, og hvordan sadan et
skema skal laeses.

Antag at vi har specificeret en model ved modelformlen
Y=1led(1)+led(2)+ ... +led(k)

hvor 1ed (1) typisk (men ikke ngdvendigvis) er 1, medens de gvrige
led er faktorer, regressionsvariable eller produkter af sadanne. Med

SSD,es (modelformel)

betegnes i det folgende residualkvadratsummen i modellen specificeret
ved en given modelformel. For kortheds skyld indfgrer vi midlertidigt
notationen

SSD/

res

= 8SD,es (Led(1)+1led(2)+ ... +1led(j))

for residualkvadratsummen i modellen bestemt ved de forste j led. Med
[; betegner vi antallet af frihedsgrader for denne residualkvadratsum
(dvs. antallet af frihedsgrader i dens x?—fordeling), bestemt ved at n — f;
er dimensionen af modellens middelveerdiunderrum. Vi definerer natur-
ligt fo = n og SSDY. = S~ 42, svarende til at modellen givet ved den
“tomme modelformel” er den hvor alle observationer har middelvaerdi 0.

F—teststgrrelsen for reduktion af modellen
Y=led(1)+1led(2)+ ... +led(j)

til
Y=led(1)+led(2)+ ... +led(j-1)

er sa ifslge seetning 10.3

F = (SSDge_s1 — SSD.zes)/(fj—l - f])
’ SSD{es/ f;
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Variansanalyseskemaet 11.1

11.1. Variansanalyseskemaet.

Resultaterne af disse tests og nogle af de regnestorrelser der indgar i
dem plejer man at sammenfatte i et skema af folgende form:

Effect S.S. d.f. M.S. F

0 1
fo— fy  SSDh=SSDi,  p

led(1)  SSD®_ —SSDL P

res res

SSDI=!_SSDJ
fj—l _ fj PPres TP Uves Fj

’ . ~_1 B
led(j)  SSDJ:! - SSDJ e

res res

led(k) SSDE-' —SSDE. foi — fi S3Dm —S5Du.  p

res res fo_1—TIk
Residual SSDF fr G2
2 >yl
Total > ys n -

Geometrisk kan tallene i anden sgjle, S.S . ’erne, fortolkes som leddene
i opspaltningen

Iy ll* = 1Pyl + 1 Pey — Puyll* + -+ + |Pey — Pr—ryll” + lly — Pry]®

hvor P; betegner ortogonalprojektionen pa middelveerdiunderrummet
svarende til modellen “Y=1ed(1)+ ... +led(j)”. Denne formel ud-
trykker blot at ||y||? kan udregnes som summen af de kvadratiske normer
af komponenterne i opspaltningen

y=Py+ Py —Py)+ -+ (Pey — Pe—1y) + (y — Bry)
svarende til fremstillingen
R'"=L®(LoNLY)® @ (LpNLE ) + L

af R" som direkte ortogonal sum.

Vi har her gengivet variansanalyseskemaet som det ser ud i den mate-
matisk enkleste version, som ogsa er den man finder i output fra ISU.
Filosofien bag denne variant af variansanalyseskemaet er, at et konstant-
led i en model skal behandles lige som alle andre led; dels for ikke at for-
plumre logikken, og dels for at give mulighed for specifikation af modeller
uden konstantled, eller modeller med et konstantled placeret senere i en
modelformel med henblik pa at forsgge at teste det vaek for visse andre
led.

Men i output fra de fleste andre programpakker (f.eks. SAS, hvor dette
variansanalyseskema gar under betegnelsen “type I”), og ogsa i den klas-
siske fremstilling af variansanalyseskemaet (som er meget @ldre end de
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Variansanalyseskemaet 11.1

statistiske programpakker), benyttes en lidt anden konvention, som groft
sagt bygger pa den antagelse, at enhver model har et (oftest under-
forstaet) konstantled der star som forste led i modelformlen, og testet
for fjernelse af dette led (altsa reduktion fra “fuldstaendig homogenitet”
til “feelles middelveerdi = 0”) er uden interesse. Da testet i forste linie af
variansanalyseskemaet saledes er irrelevant, udelades denne linie. Testet
i den modificerede tabels forste linie (altsa anden linie i skemaet ovenfor)
bliver herefter et test for fuldsteendig homogenitet. Idet sidste linie To—
tal modificeres tilsvarende, sa S.S.’er og d.f . er stadig er summer
af tallene ovenover, far skemaet nu fglgende udseende:

Effect S5.5. d.f. M.S. F

1 2
fi—f, SSDw=SSDL.  p

_ 2
SSD =

res

led(2) SSD!

res

led(j)  SSDIZ! —SSDi, fj1—f; SRS p

res res fi—1i—f;

led(k) SSDEZ!—SSDE. fr_y — fp S5 —SSD

res res fro—1—fr
Residual SSDFE fx 52
_ (yi—9)®
Total > (yi — 7)? n—1 an

Geometrisk kan tallene i S.S.—sgjlen her fortolkes som leddene i op-
spaltningen

ly = Pyll® = |Pay — Poyll? + -+ + | Pey — Po—1y|® + ly — Pryl)”

hvor (for led(1)=1) ||y — Pyy||> = SSDL, = > (v; — )%

Forskellen mellem de to varianter af variansanalyseskemaet kan siges at
ligge 1 hvor langt ned man er interesseret i at teste. Hvis man som den
mindste slutmodel valger homogenitetsmodellen far man den klassiske
version. Hvis man som slutmodel tager modellen hvor alle observatio-
ner har middelveerdi 0 far man [SU-versionen. Begge varianter er spe-
cialtilfeelde af en mere generel — temmelig indlysende — definition af et
variansanalyseskema hgrende til en vilkarlig aftagende folge af modeller.

Om begge typer af variansanalyseskemaer galder folgende. I tabellens
overskrifter star S.S. naturligvis for “sum of squares”, d.f. for “de-
grees of freedom” og M.S. for “mean of squares”. Den sidste sgjle med
F—teststgrrelserne er i de fleste statistikpakker suppleret med en ekstra
sgjle, der indeholder de tilhgrende P—vaerdier (hgjre halesandsynligheder
i de relevante F—fordelinger).

Bemaerk at F-—stgrrelserne i tabellens sidste sgjle kan udregnes ud fra
S.S.’erogd.f.’er. Sgjlen af M.S.’er, som er S.S. er divideret med
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d.f.’er, kan forekomme lidt overfladig. Nar man alligevel plejer at
tage den med er det fordi man kan bruge den til at danne sig et o-
verblik over hvor de vaesentlige effekter i modellen ligger — ikke kun
hvad angar signifikans, men ogsa nar det gaelder faktisk stgrrelsesorden.
Under hypotesen om fuldstendig homogenitet fglger det let af tidligere
fordelingsresultater at alle disse stgrrelser har middelveerdi o2?. Hvis
et af modellens led har sarligt stor effekt pa responsernes variation vil
derimod den pagaldende M.S. (som jo er telleren i det tilsvarende
F-test) typisk veaere stor.

Ved brug af variansanalyseskemaet til successiv testning skal man vaere
opmerksom pa, at man kun i heldige tilfeelde kan aflaese alle relevante
tests. Man kan fjerne led nedefra indtil man steder pa et der er sig-
nifikant; men om der sa er et andet led ovenover der kan fjernes, kan man
ikke umiddelbart se — det kraever et nyt skema, hvor det pagaeldende
led skrives som det sidste af dem der er tilbage. Derfor bgr man altid,
ved specifikation af en modelformel, sgrge for at de mindst vigtige led
(dvs. dem man tror eller haber pa at fa fjernet, f.eks. vekselvirkninger
af hgjere orden) kommer sidst.

ExsEMPEL. I en ensidet variansanalysemodel ser variansanalyseskemaet
— med udeladelse af M. S. sgjlen (fordi den ikke er szerligt informativ,
og fordi der ikke er plads til den) ud som folger. Vi gengiver begge
versioner for en sikkerheds skyld:

ISU versionen:
Effect S.S. d.f. F

CONSTANT ny® 1 S 7-1_?;;)2/(71—1)
Mell e TP DN () ] (<o
ellem grupper > ny(7y. —%) 1 > (Wgi—g-)?/(n—G)

Residual SN (gi — Gg)? n—G

Total Sl n

Den traditionelle version:

Effect S.S. d.f. F

G_1 2ne@—)’/(G-1)

= \2
Mellem grupper > ng4(ys. —Y) Y0 (Ygi—94-)%/(n—G)

Residual S 3 (Ygi — Yg)? n—G
Total S5 (g —y)? n—1

I det forste skema er den totale kvadratsum af observationerne opspaltet
i tre bidrag, der kan fortolkes saledes:
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Tosidet variansanalyse i det balancerede tilfselde 11.2

CONSTANT: Totalgennemsnittets afstand fra 0.
Mellem grupper: Variationen mellem grupper.
Residual: Variationen indenfor grupper.

I det andet skema er det den totale kvadratafvigelsessum omkring gen-
nemsnittet, der er opspaltet i de to sidste bidrag.

OpPGAVE 11.1.1. Vi er ikke helt faerdige med eksempel 9.1 (side 82,
se ogsa opgave 10.7.1 pa side 112). Fortolk nedenstaende to varians-
analyseskemaer i relation til tegningerne pa side 112. PLAC er faktoren
Nord/Syd, M2 er boligarealet og responsen er manedlig bruttoydelse.

Effect D.F. S.S. M.S. F P

CONSTANT 1 7587571912 7587571912 1049.1793  0.000000

M2 1 159198455 159198455 32.2958  0.000000

PLAC 1 36837248 36837248 8.2995  0.005367

PLAC*M2 1 4750842 4750842 1.0715  0.304491
RESIDUAL 64 283751543 4433618

Effect D.F. S.S M.S F P
CONSTANT 1 7587571912 7587571912 1049.1793  0.000000
M2 1 159198455 159198455 32.2958  0.000000
PLAC*M2 1 41487398 41487398 9.5003 0.003013
PLAC 1 100692 100692 0.0227  0.880685
RESIDUAL 64 283751543 4433618

TOTAL 68 8072110000

11.2. Tosidet variansanalyse i det balancerede tilfselde.

R*S

/R+S \
R S
1
Lad der vaere givet observationer
Yrsi, T=1,.... R, s=1,...,85, i =1,...,n.5
svarende til at data foreligger i form af en tosidet R x S-tabel med n,
observationer i celle (r,s). Vi forudsaetter naturligvis at inddelingerne

i reekker og sgjler har en eller anden fortolkning, som gor det rimeligt
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at lade de tilsvarende faktorer indga i modellen, og at der ikke er andre
faktorer eller regressionsvariable at tage hensyn til.

Diagrammet pa foregaende side viser (med betegnelserne R og S for de
to faktorer) de modeller, der er af potentiel interesse i en sadan situation.
Ved at specificere modellen pa formen Y=1+R+S+R*S kan vi fa udfort
de tests, der svarer til at fglge diagrammets pile fra oven og ned langs
venstre side. De to tests der mangler (reduktionen fra R+S til S og fra
S til 1 kan vi fa udfert ved at at bytte om pa de to hovedvirkningsled
R og S i modelformlen.

Der er i almindelighed ikke nogen simpel algebraisk sammenhaeng mel-
lem de tests for fjernelse af hovedvirkningsleddene R og S, som hgrer til
de to forskellige rackkefglger. Undtagelsen herfra er tilfzeldet, hvor den
tosidede tabel er balanceret, dvs. hvor alle celletallene n,.; er ens. I dette
tilfeelde gaelder folgende resultat:

SETNING 11.1. Hvis n.s = k for alle (r,s) er maksimaliseringsestima-
torerne for de estimerede middelverdier under additivitetsmodellen R+S
givet ved

/}frsi =Yr--t Yese —Yeur

og mellem residualkvadratsummerne i modellerne gelder relationen

SSDyes(R+S) = SSDes (R) + SSDyes(S) — SSDyes(1)

Saetningen geelder i gvrigt ogsa under den svagere betingelse at celletal-
lene er proportionale, dvs. n,.s = n,..n.s/n.., og det er ikke sa svaert at
generalisere beviset sa det dackker dette tilfaelde ogsa. Det vil vi over-
lade til laeseren. Men vi udskyder beviset lidt, det er vigtigere at forsta
saetningens konsekvenser.

Seetningen geelder naturligvis ogsa for £ = 1, men her ma man tage
det forbehold, at da modellen R*S er udartet, i den forstand at hver
observation har sin egen frit varierende middelvaerdi, kan man i denne
model ikke estimere variansen, og man kan derfor heller ikke bruge denne
model som udgangspunkt for test af den additive model. T et tosidet
skema med én observation per celle er man ngdt til, som grundmodel,
at tage den additive model.

Da kvadratsummerne SSD;es(R), SSDyes(S) 0og SSDyes(1) er lette at
udregne (det drejer sig jo om residualkvadratsummer i ensidede vari-
ansanalysemodeller, for den sidstes vedkommende endda en residual-
kvadratsum i en simpel homogenitetsmodel, jvf. kapitel 7), folger det af
setningen at alle udregningerne i forbindelse med tosidet variansana-
lyse i det balancerede tilfeelde kan udfgres relativt enkelt ved hjeelp af
en lommeregner. De fittede vaerdier — og dermed passende estimater
af reekke— og sgjleparametre — er jo ogsa nemme at beregne, ifslge
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formlen for fi,s;. Specielt ser man at ML—estimater for rackke— eller
sojlekontraster har den simple form

~ ~
&T" — dT‘” = gT‘"' — yru__ N /BS' — /BS” = :Ij_sl, — g,sll_ .

Det er i gvrigt forholdsvis let direkte at indse, at disse differenser mel-
lem rakke— eller sgjlegennemsnit netop har de tilsvarende differenser
mellem raekke— eller sgjleparametre som middelvardier hvis og kun hvis
celletallene er proportionale.

Af satningen fglger (ved en simpel omskrivning af ssetningens sidste
relation, som overlades til laeseren) at den totale kvadratafvigelsessum i
et balanceret tosidet skema kan skrives pa formen

Z(yrsi - g)2

,8,%
= Z(yv“si - g?“s-)z
r,s,t
+ Y Wrse = Yro = Yos- + 5o00)?
,8,%
+> (G — )
7,8,
+ > (fos- = Fon)?
r,s,t

De fire led pa hgjre side er netop dem man finder i variansanalyseske-
maet, og de fortolkes naturligt saledes:
Total kvadratafvigelsesum
= variationen indenfor celler
+ vekselvirkningen
+ variationen mellem rakker
+ variationen mellem sgjler.

For k—sidede balancerede tabeller geelder et tilsvarende resultat, der siger
at den totale kvadratafvigelsessum splitter op som en sum af bidrag
der stammer fra variationen indenfor celler, hovedvirkningerne af de k
faktorer og alle mulige vekselvirkninger imellem dem af ordener 1, 2, .. .,
k — 1. Historisk set er det denne opspaltning, snarere end tankegangen
bag successiv testning, der ligger bag det klassiske variansanalyseskema.
Det er maske til syvende og sidst disse algebraiske relationer der er skyld
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i, at vi den dag idag sammenfatter resultaterne af en hel raekke tests i
et enkelt skema.

De beregningsmaessige konsekvenser var af afggrende betydning indtil
omkring 1960-70. Fgr den tid fremstillede man oftest variansanalysen
som analysen af balancerede data, hvor muligheden for analyse af ikke—
balancerede tabeller ved hjelp af tidskraevende matrixberegninger indgik
som en kuriositet, der snarere hgrte hjemme under overskriften “multipel
regression”.

Det beregningsmaessige aspekt af balancerthed er nasten uden betyd-
ning idag, og man kan med en vis ret haevde, at mange lezerebgger — ogsa
nogle af de nyere — laegger uforholdsmaessigt stor vaegt pa udregningerne
i det balancerede tilfaelde. Men der er én konsekvens af ovenstaende sat-
ning og dens analoger for flersidede variansanalysemodeller, som det er
vaesentligt at vaere klar over, ogsa selv om man aldrig kommer til at
udfgre en stgrre variansanalyse ved hjealp af en lommeregner:

F-testet for fjernelse af R fra modellen 1+R+S — altsa testet for mang-
lende raekkeeffekt i den additive model — bliver jo

_ (SSDreS(S) B SSDreS(R+S))/(R - 1)
F(R—1,RSk = (R+5-1)) = SSD,es(R+S)/(RSk — (R+ S — 1))’

medens testet for fjernelse af R fra modellen 1+R — altsa testet for
homogenitet i den ensidede variansanalysemodel bestemt ved faktoren
R — er baseret pa F-stgrrelsen

(SSDyes(1) — SSDyes(R)) /(R — 1)
SSI)res (R)/(RS]C - R)

F(R—1,RSk—R) =

Men af saetningen folger at
SSDyes(S) — SSDyes(R+S) = SSD,e5(1) — SSD,es(R),

dvs. at de to F-teststorrelser har samme taeller. Det betyder, at de to
kvadratsummer, der i variansanalyseskemaet er benzvnt R og S, ikke
athaenger af hvilken af de to mulige testrackkefglger man valger. Den
eneste forskel pa de to skemaer, hvad angar sgjlerne S.S., d.f. og
M.S., er at disse to linier er byttet om.

Heraf folger ganske vist ikke at de to tests for R-effekt giver samme kon-
klusion. Naevnerne i de to F—teststgrrelser er jo ikke ens, og de skal heller
ikke vurderes i den samme fordeling. Men det at de to teellere er ens be-
tyder alligevel, at de to tests i almindelighed vil fore til omtrent samme
konklusion i det balancerede tilfaelde; forstaet pa den made, at hvis F—
stgrrelsen for reduktion af R+S til R er insignifikant, sa vil de to mulige
tests for fjernelse af R fore til omtrent samme konklusion. Hvis man —
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som SAS ggr i sine sakaldte “type I”—variansanalyseskemaer — benyt-
ter F—tests, der som naevner hele vejen igennem har variansestimatet
i den oprindelige model (i stedet for at “poole” variansestimatet, dvs.
opdatere med den yderligere information fra de hypoteser man tidligere
har godkendt), far man precis samme test for R—effekt, uanset raekke-
folgen man tester i. Formelt er det forkert at ggre det pa den made, men
man kan argumentere for, at denne fejl ikke betyder sa meget i praksis.
Forskellen fra det egentlige kvotienttest ligger i, at man benytter et an-
det (lidt darligere, dvs. baseret pa faerre frihedsgrader) centralt estimat
for variansen som naevner i F—stgrrelsen.

BEvVis for saetning 11.1. Vi benytter i det folgende betegnelserne
Lp.g. CR" og Py ¢ :R"—R"

for henholdsvis middelvaerdiunderrummet og ortogonalprojektionen pa
dette for modellen givet ved en modelformel m. f ..

Den afggrende egenskab ved det balancerede tilfzelde er, at nar vi ser pa
de to ortogonale opspaltninger

Lgp =Ly ®(LgNL7) og Ls=1Ly®(LgNLy)

(som altid gzelder, uanset om vi har balancerthed eller ej) sa har vi ikke
alene ortogonalitet mellem underrummene indenfor hver af dem (det
ligger jo i notationen “@”), men der er ogsa ortogonalitet “pa tveers af
de to faktorer”, i den forstand at der geelder

(LpNL7) L Lg 0g (Ls N L7) L L

At det forholder sig sadan fglger umiddelbart, hvis vi kan indse at der
for vilkarlige vektorer v € Lg N Lf og u € Lg geelder (ulv) = 0. At
u € Lg betyder jo, at vi (med en lidt lgs notation) har u,s; = us. At
v € Lgn Lf betyder tilsvarende at v,s; = v,, samt at v er vinkelret
pa det 1-dimensionale underrum L4 ( = “diagonalen” i R™), hvilket
abenbart er det samme som at v har koordinatsum 0:

D)) WY
eller (pa grund af v’ specielle form)

D) Ip I
Men netop pa grund af balancertheden ses dette umiddelbart at vare

xekvivalent med
Z v = 0.
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Herefter far vi, igen ved at udnytte balancertheden,
(ulv) = ZZZUS’UT = ZZZUS’UT = Zus (ZZU,) =0.

Af dette resultat folger at middelvaerdiunderrummet for den additive
model splitter op som en direkte ortogonal sum pa formen

Lpss = Lp +Lg = L1 ® (Lp N L7) @ (L N L7).
Heraf fglger at ortogonalprojektionen pa dette underrum kan skrives
Preg = (PR — P1) +(Ps — P) + Py = PR + Ps — Pp.

Fra den ensidede variansanalyse ved vi hvordan PR og Pg transformerer
en vektor koordinatvis, ved at erstatte den enkelte koordinat med gen-
nemsnittet i den tilsvarende gruppe. Ved anvendelse af dette til koordi-
natvis udregning af i = Pr+gy far man umiddelbart saetningens fgrste
pastand.

Den anden pastand kan (ved gentagne anvendelser af “Pytagoras’ sat-
ning”) bevises sadan:

SSDres(R+8) = [ly — Prasyll” = [lyll* — | Presvll”
= lyll* = (IPryl* + [|(Pr — P)yll* + |(Ps — Pp)yl*)

= llyll* = (IPeyll* + 1Pyl — [1Pryll* + | Psyl* — | Pryll)

= (llyllI* = 1Pryl?) + (lwll” = 11Psyl®) = (Nwll* = [1Pryll®)
— SSDyes(R) + SSDyes(S) — SSDyes(1)
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