Kapitel 2

ESTIMATION OG TESTNING I EN BINOMIALFORDELING

Vi betragter folgende model: X er binomialfordelt med (kendt) antalspa-
rameter n og ukendt sandsynlighedsparameter p €]0, 1[. Vi vil diskutere
hvordan man, efter observation af en veerdi « af X, estimerer p og tester
en hypotese af formen p = py.

Denne model er ikke sa anvendelig i sig selv, hvilket tydeligt ses af det lidt
kunstige eksempel vedrgrende kast med en mgnt, som vi bruger til illu-
stration. Men eksemplet er velegnet til at forklare tankegang og begreber
i forbindelse med estimation og testning. Desuden indgar modellen som
byggesten i mere komplicerede binomialfordelingsmodeller.

EkSEMPEL 2.1. En mgnt kastes 100 gange. 61 af kastene giver krone,
de resterende 39 plat. Hvad er et fornuftigt geet pa sandsynligheden p
for at mgnten viser krone? Er det rimeligt at antage, at den er 1/27

Mogntkasteksemplet er sa nemt at forsta, fordi det relaterer til noget vi
alle kender. Desveerre er det meget darligt i en anden henseende. En
ganske almindelig mgnt, som ikke har veeret udsat for overlast af nogen
art, vil naturligvis vise krone med en sandsynlighed der er meget taet
pa 1/2. De meget sma stgbefejl eller skaevheder, der kan vere tale om,
kan nappe afslgres ved 100 kast. Det vender vi tilbage til. Indtil videre
anlaegger vi en naivt mabende holdning, hvor vi lader som om vi ikke
har den fjerneste anelse om hvad sandsynligheden for krone er, og at det
kunne veaere vaeldigt interessant at fa opklaret, om det kan taenkes at den
simpelthen er 1/2.

Likelihoodfunktionen bliver
n —z
L(p) = <$>p”(1 —p)"

og logaritmen til den (idet vi ignorerer binomialkoefficienten, da likeli-
hoodfunktioner jo kun har interesse pa nzer en multiplikativ konstant)

l(p) = xlogp + (n — z)log(1 — p).

2.1. Estimation.

Idet vi ser bort fra de ekstreme tilfeelde z = 0 og z = n, ses at differen-

tialkvotienten
n—x




Testning 2.2

er aftagende med verdier neer +oo nar p er i naerheden af 0 og vaerdier
nzer —oo for p taet ved 1. Heraf fglger umiddelbart at likelihoodfunktio-
nen har et entydigt maksimum, bestemt ved likelihoodligningen

r n—x
i -0
p 1-p
som har lgsningen
. T
p=—.
n

Altsa: ML—estimatet for parameteren i en binomialfordeling er den ob-
serverede relative hyppighed.

Hvis man vil angive en usikkerhed pa dette estimat kan man benytte at
binomalfordelingen, for store veerdier af n og veerdier af p som ikke er alt
for teet pa 0 eller 1, er godt approksimeret ved normalfordelingen med
samme middelvaerdi og varians. Da en normeret normalfordelt variabel
med sandsynlighed 0.95 ligger mellem graenserne +1.96, angiver man ofte
estimatet p med tilfgjelsen “+1.960”, hvor o betegner standardafvigelsen
for p, udregnet (i mangel af bedre) under antagelse af at p = p. Altsa

o= \/%nﬁ(l —p) = \/%13(1 _p).

EkSEMPEL 2.1 fortsat. I mgntkasteksemplet (n = 100, x = 61) bliver
p = 0.61. Den estimerede standardafvigelse for p er

o= \/LO.Gl x 0.39 = 0.04877
100

og vi vil derfor (idet 1.96 x 0.04877 = 0.096 =~ 0.10) angive estimatet
med usikkerhed pa formen “p = 0.61 £ 0.10”.

Bemeaerk, at intervallet [0.61 — 0.10,0.61 + 0.10] = [0.51, 0.71] ikke inde-
holder 0.5. Hermed har vi indirekte sagt, at p nok ikke er 0.5. Det er
netop udsagn af den slags, vi skal beskaftige os neermere med nu.

2.2. Testning.

Antag, at vi for et givet tal py €]0, 1[ onsker at teste hypotesen p = py.
Kvotienttestorrelsen er

—2logq=2(l(p) — l(po))

n—=x

:2<xlog£+(n—x)log —xlogpo—(n—x)log(l—p0)> :
n

n
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Pearson’s Xzftest 2.3

Hypotesen forkastes for ekstremt store vaerdier af denne stgrrelse, som
ifslge asymptotiske resultater er approksimativt x?-fordelt med 1 fri-
hedsgrad. Som tommelfingerregel plejer man at sige, at denne approksi-
mation kan bruges nar bade npy og n(1 — pg) er > 5.

EksSEMPEL 2.1 fortsat. I mgntkasteksemplet fas, for pg = %,
—2loggq =2(6110g0.61 + 3910g0.39 — 611og 0.5 — 3910g 0.5) = 4.880.

Opslag i tabellen (Ssr. side 151) viser at 95% fraktilen i y?—fordelingen
med 1 frihedsgrad er 3.841. Hypotesen ma altsa forkastes, hvis testet
foretages pa “standard-niveauet” a = 0.05.

Som tidligere naevnt ville man i praksis naeppe mistenke en ganske al-
mindelig mgnt for at veere skaev af den grund. Det sker trods alt ca.
hver 28. gang, at man far mindst 61 plat eller 61 krone. Men antag
for tankeeksperimentets skyld, at vi havde faet 85 krone og 15 plat.
Kvotientteststgrrelsen ville sa have veeret

—2log g = 2(8510g0.85 + 1510g0.15 — 8510g 0.5 — 1510g 0.5) = 54.09

som ligger ekstremt langt ude i halen af x2 fordelingen med 1 friheds-
grad. Faktisk gaelder der (som man ikke kan se af tabellen) at sandsyn-
ligheden for at en stokastisk variabel med denne fordeling er > 54.09 er
af stgrrelsesorden 10713, Og det er faktisk ogsa rigtigt, som man kan
overbevise sig om ved eksakte udregninger (jvf. Ssr. opgave 4.5.3, hvor
den tilsvarende sandsynlighed for z = 80 er vurderet), at om man sa
kastede med symmetriske mgnter i hele sit liv ville man naesten med
sikkerhed aldrig opleve at fa over 85 kroner i 100 kast. Sa hvis det virke-
lig skete ville det vaere en sensation, som helt naturligt ville fgre til at
man undersggte den pagaldende mont (eller mgntkaster) lidt naermere.

OpGAVE 2.2.1. A (ikke slynglen fra opgave 1.7.1, men en mere tung-
sindig type som ogsa hedder A) har besluttet at bruge 10 ar af sit liv
pa at forsgge at komme i Guiness Rekordbog, ved som den forste at sla
mindst 80 gange krone i 100 kast med en symmetrisk mgnt. Nat og
dag sidder han, overvaget af notarer og retsskrivere, og kaster 100 kast
i minuttet. Gor rede for, at det naeppe vil lykkes. (Vink: Benyt evt.
opgave 4.5.3 1 Ssr.)

2.3. Pearson’s y?—test.

Betragt funktionen
f(p) = —2logq =

2n (plogp + (1 —p)log(1 — p) — plogpo — (1 — p) log(1 — po))
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Pearson’s Xzftest 2.3

der udtrykker kvotientteststgrrelsen som funktion af p = £. Med hen-
blik pa at opskrive Taylorudviklingen til og med anden orden af denne
funktion omkring py differentierer vi den to gange:

f'(p) =2n (1 +1logp — (1 +1log(1 — p)) — log po +log(1 — po))
= 2n (logp — log(1 — p) — log po + log(1 — pp)) -
Abenbart er f'(po) = 0. Differentiation endnu en gang giver

o= ().

D —p

Ifglge Taylors formel har vi nu, for p i neerheden af pg,

F5) % (o) + F/(0) (5~ p0) + 5 " (00) (b po)’?

1 1 1 . (2 — npo)’
:O+O+—><2n<—+ >p—p2:7.
2 Po  1—po ( 0) npo(1 — po)

Denne stgrrelse, Pearson’s x2—stgrrelse, er siledes en approksimation til
—2log q, og benyttes ofte i stedet for denne, blandt andet fordi den har
en simpel fortolkning som kvadratet pa den observerede veerdi af den
standardiserede eller normerede binomialfordelte variabel

X —-npy  X-EX
\/npo(l — o) VvarX

Af den centrale graensevaerdisaetning (se ogsa bemeerkninger side 28-29 i
Ssr.) folger jo, at denne variabel for store veerdier af n er approksimativt
normeret normalfordelt, og dermed at kvadratet pa den er approksima-
tivt xy2—fordelt med 1 frihedsgrad (jvf. definitionen af y2—fordelingen Ssr.
side 125-126). Da vi endvidere har indset, at Pearson’s y?-stgrrelse ap-
proksimerer —2log ¢, har vi hermed antydet et bevis for at —2log () er
approksimativt y2-fordelt under hypotesen p = pg — noget som vi ellers
generelt ma afsta fra, da det er for sveert.

Da kvadratet pa en normeret normalfordelt stokastisk variabel er y2-
fordelt med 1 frihedsgrad, kan man ogsi udfgre Pearson’s y2-test pa
folgende made: Udregn

T — npo

npo(1 — po)

og find ved opslag i en normalfordelingstabel (f.eks. Ssr. side 150) testets
P-veerdi som

P=P(U?>u?) = P(U| > |ul) = 2P (U > |u]),
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Pearson’s Xzfstmrelse med kontinuitetskorrektion 24

hvor U betegner en normeret normalfordelt stokastisk variabel.

ExksEMPEL 2.1 fortsat. For n = 100, z = 61 og pg = 0.5 fas

. 61 — 50 B
V100 x 05 x 0.5

2.20

sa Pearson’s x2-stgrrelse er 2.20%2 = 4.84, altsi ret teet pa —2logq =
4.880. Ved opslag i x2-tabellen fis da ogsa samme konklusion som for
kvotienttestet. Hvis man vil have en mere praecis P—veerdi kan man ga
ind i normalfordelingstabellen og finde, at 2P(U > 2.20) =~ 0.028.

OpPGAVE 2.3.1. Betragt folgende eksempel, hvor tallene fra eksempel
2.1 er “bleest op” med en faktor 10: En mgnt kastes 1000 gange, 610
af kastene giver “krone”. Hvad bliver konklusionen nu? Udregn bade
—2log q og Pearson’s teststorrelse, og gor rede for hvordan disse stor-
relser @ndrer sig nar man pa denne made ganger n og x med den samme
faktor.

2.4. Pearson’s y’-stgrrelse med kontinuitetskorrektion.

Som tegningerne side 97 og 98 i Ssr. antyder er det sadan, at hale-
sandsynligheden P(X > z) for X binomialfordelt (n,pg), der ifolge den
centrale graenseveerdisaetning kan approksimeres med integralet af den
tilsvarende normalfordelings teethed fra x til 400, er endnu bedre ap-
proksimeret ved integralet af denne taethed fra = — % til +00. Det bety-

der, at storrelsen
2
| X — npo| — %
npo(1—po) )

kaldet Pearson’s x2-stgrrelse med kontinuitetskorrektion, har en forde-
ling, hvor halesandsynlighederne er bedre approksimeret ved y2-forde-
lingens halesandsynligheder end tilfaeldet er for den ukorrigerede Pear-
son-stgrrelse. Derfor benytter man ofte denne stgrrelse, isser nar x2—
approksimationen er tvivlsom, fordi npg eller n(1 — pg) er lille.

EKSEMPEL 2.1 fortsat. For X binomialfordelt med antalsparameter 100
og sandsynlighedsparameter 0.5 fas ved eksakt beregning

P(X > 61) =0.0176.
Den sadvanlige approksimation ved halesandsynligheden i en normal-

fordeling (uden kontinuitetskorrektion) giver abenbart (idet U som saed-
vanlig betegner en normeret normalfordelt variabel)

P(X >61) ~ P (/100 x 0.5 x 0.5U + 0.5 x 100 > 61)
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Det eksakte binomialtest 2.5

61 — 50
:P<UZ 3 >:0.0139

medens approksimationen med kontinuitetskorrektion giver

1
P(X >61)~ P <\/100 x 0.5 x 0.5U 4 0.5 x 100 > 61 — 5)

1
%) — 0.0179.

_p <U >

Selv i dette tilfzelde, hvor bade npy og n(1 —pg) er vaesentligt storre end

5 (de er nemlig begge 50), far man altsa en vaesentligt bedre approksi-

mation til den rigtige sandsynlighed ved at benytte kontinuitetskorrek-

tionen. Pearson’s teststgrrelse med kontinuitetskorrektion bliver i dette

tilfeelde .
(161 — 50 - 3)

100 x 0.5 x 0.5

=4.41.

2.5. Det eksakte binomialtest.

Nar vi her har lagt sa stor veegt pa approksimation af teststgrrelsernes
fordeling, er det fordi man ikke i almindelighed kan beregne P—vaerdien

P=P(-2log@Q > —2logq)

eksakt. Men det kan man faktisk i den meget lille model, som dette kapi-
tel handler om. Det er overkommeligt (f.eks. ved hjzlp af et lille program
i Pascal eller C, eller ved anvendelse af forfatterens lille tabelprogram
WinT) at beregne P—verdien direkte som en sum af punktsandsynlig-
heder i binomialfordelingen.

For pg = 0.5 er det eksakte test seerligt nemt at udfere, fordi P—vaerdien
kan udregnes som en dobbelt halesandsynlighed i binomialfordelingen.
Dette folger af, at —2logq som funktion af x er symmetrisk omkring
r = 3, aftagende for z < 5 og voksende for z > 7, sa P—veerdien

P = P(-2logQ > —2logq)

kan omskrives til

257 (™)0.5" for & > 2,
P=P(X-3|> |m—ﬁ|>={ Lo (057 for e 2

2 2 23 h_o (1)0.5"™ for z < Z.
I ord: P-veerdien er den dobbelte halesandsynlighed, regnet fra = og

udefter (vaek fra ).

For pg # 0.5 geelder approksimativt et lignende resultat. Ogsa i dette
tilfelde er —2logqg som funktion af z aftagende for = < npgy og vok-
sende for x > npy, men kun approksimativt symmetrisk omkring npy.
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Ensidet test 2.6

Den approksimative symmetri folger af at Pearson’s y2-stgrrelse, som
jo approksimerer —2logq, er symmetrisk om npy. Da binomialforde-
lingen med parametre (n,py) desuden (pa grund af sin lighed med en
normalfordeling) er approksimativt symmetrisk omkring npg, folger det,
at P—verdien bliver en sum af to halesandsynligheder, der er omtrent
lige store, hvoraf igen ses at

P~ { 2Zk x ( )plg(l _po)n_k for z > npo,
2> pe o( ) k(1 — po)" " for & < npo.

I ord: P—vardien er approksimativt lig med den dobbelte halesandsyn-
lighed regnet fra = og udefter (vaek fra npg).

OpPGAVE 2.5.1. I perioden 1977 blev der i Kgbenhavns kommune fgdt
2560 drenge og 2401 piger. Vi betragter den model, der fortolker an-
tal drengefgdsler som udfaldet af en binomialfordelt stokastisk variabel
med antalsparameter 4961 og ukendt sandsynlighedsparameter p. Angiv
maksimaliseringsestimatoren for p (med usikkerhed), og foretag testet

for hypotesen p = %

2.6. Ensidet test.

Nar man tester en hypotese ma man i almindelighed angive bade hvad
hypotesen gar ud pa og hvad alternativet er. Indtil nu har vi under-
forstaet, at alternativet til hypotesen p = py er p €]0,1[, p # po.
Det kan i visse tilfaelde veere relevant at teste p = pg mod alternativet
p > po. Man taler i sa fald om et ensidet test, i modsaetning til det
tosidede test som vi hidtil har beskaftiget os med. Det svarer til, at vi
som udgangspunkt tager modellen med parameteromrade indskraenket
til p € [po, 1[. Udtrykket for likelihoodfunktionen bliver naturligvis det
samme som fgr, blot er funktionen nu kun defineret pa det mindre pa-
rameteromrade [pg, 1[. For x < npo vil punktet 7, hvor funktionen fpr
antog sit maksimum, ligge uden for definitionsomradet. Men da funkti-
onen i dette tilfaelde er aftagende pa hele sit definitionsomrade, ser man
let at maksimaliseringsestimatoren for p bliver

b= = for x > npo,
po for z < npy.

Fordelingen af kvotienttestarrelsen

X n—X
—210gQ = 2(Xlogn—p0+(n—X)logn(1 p)> for X > npy,
OfOI‘X<np0,

kan i dette tilfzelde ikke approksimeres med en y2-fordeling. Men den
kan abenbart approksimeres med en fordeling af “blandet type” (jvf.
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Ensidet test 2.6

Ssr. side 82, eksempel 5.3.4), som har halvdelen af sin masse placeret i
et atom i 0 (svarende til X < mpg) og den anden halvdel (svarende til
X > npg) fordelt som i en y2—fordeling med 1 frihedsgrad. Det betyder,
at testets P—vaerdi bliver 1 for x < npg, medens den for x > npg bliver
halvt sa stor som P—veaerdien i det ssdvanlige test mod det tosidede
alternativ.

EKSEMPEL 2.1 fortsat. Som tidligere bemarket fas for n = 100, x = 61
og po = 0.5 en eksakt P—vaerdi ved det tosidede test pa 2 x 0.0176 =
0.0352. Det betyder, at en symmetrisk mgnt med sandsynlighed 0.0352
ville give et resultat der er mindst lige sa ekstremt. Ved “mindst lige sa
ekstremt” forstar vi her, at vi enten far mindst 61 krone eller mindst 61
plat, dvs. enten X > 61 eller X < 39.

Men antag nu, at vi har foretaget forsgget, fordi vi har en mistanke om
at denne mgnt har for stor tilbgjlighed til at give krone. Det vi gnsker at
teste er i sa fald hypotesen p = 0.5 imod alternativet p > 0.5. I sa fald
er en observation < 39 formelt ikke i modstrid med hypotesen p = 0.5,
tvertimod. Derimod ma observationen x = 61 regnes for “dobbelt sa
ekstrem” som den var under det tosidede alternativ, fordi den ikke alene
ligger langt fra den forventede veerdi 50, men ogsa netop ligger i den
retning, som alternativet har forudsagt. Den korrekte P—vaerdi i dette
tilfeelde er saledes 0.0176, ikke 0.0352.
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