Kapitel 3

SAMMENLIGNING AF TO BINOMIALFORDELINGER

Vi betragter folgende model: X; og X9 er uatheengige, binomialfordelte
med (kendte) antalsparametre n; og ne og ukendte sandsynlighedspara-
metre p; og pa i ]0,1][.

EKSEMPEL 3.1.

Nedenfor er 7006 lantagere i BRF Kredit, som pr. 1/1 1990 ikke havde
betalt deres termin for december 1989 rettidigt, klassificeret efter ejen-
dommens kategori (parcelhus eller ejerlejlighed) og efter om de senere
(fordi de aldrig fik betalt) gik pa tvangsauktion. Spgrgsmalet er, om
tvangsauktionshyppigheden kan antages at veere den samme for parcel-
huse og ejerlejligheder.

Tv.auk. Ikke tv.auk. Sum

huse 656 9333 2989
lejl. 148 869 1017
Sum 804 6202 7006

En naturlig model gar her ud pa at opfatte raekkesummerne som faste,
og antage at hver lantager gar pa tvangsauktion med en sandsynlighed
som er p; eller po, athaengigt af ejendommens kategori. Hvis lantagerne
desuden opfgrer sig uathaengigt, far vi netop den beskrevne binomial-
fordelingsmodel med n; = 5989, ny = 1017 og observationer x; = 656,

Likelihoodfunktionen bliver
n1 T ny—zqy [ 102 T2 ny—T
L(p1,p2) = ( )pl (1—p1)™ 1( )Pz (1 —pg)m2—"2
Z1 X2
og logaritmen til den (uden hensyn til binomialkoefficienterne) er
[(p1,p2) = z1logp1+(n1—=x1) log(1—p1)+x2 log pa+(n2—x2) log(1—ps2).

3.1. Estimation.

Da log-likelihooden er sum af en funktion af p; og en funktion af po,
kan maksimering af den foretages ved maksimering af hvert af disse
led for sig. Og da hvert af de to led netop er en log-likelihood for en
model af den type vi betragtede i kapitel 2, ser man umiddelbart at
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Testning 3.2

maksimaliseringsestimatorerne for p; og ps bliver de tilsvarende relative

hyppigheder,
N T N T2
pr=—08p2 = —.
n n2
Usikkerheder pa disse estimater kan ligeledes angives praecis som beskre-
vet 1 kapitel 2.

EKSEMPEL 3.1 fortsat. I tvangsauktionseksemplet fas (regn selv efter)

p1 = 0.110 £ 0.008 og p2 = 0.146 £ 0.022.

3.2. Testning.

Estimationsresultatet antyder (da de to intervaller er disjunkte) at py >
p1- Men et mere solidt grundlag for at udtale os om dette far vi ved
at teste hypotesen om, at de to parametre er ens. Vi opstiller altsa
hypotesen

P1r=pP2=D, P G]Oa 1[

Likelihood’en i den tilsvarende model med én parameter p far vi ved at
erstatte p; og ps med p i udtrykket for likelihood’en i den oprindelige
model:

L(p) — pwl(l _p)nl—wlpwz(l _ p)nz—wz — p$1+$2(1 _ p)n1+n2—$1—$2-

Bemszerk, at denne funktion ogsa kan fortolkes som likelihood’en for en
simpel binomialfordelingsmodel, nemlig den der fortolker x1+x2 som den
observerede veaerdi af en binomialfordelt variabel med antalsparameter
ni1 + ne og sandsynlighedsparameter p. Det passer fint med, at vi under
antagelsen p; = ps = p ifslge binomialfordelingens foldningsegenskab
(Ssr., opgave 3.2.3 (b)) har, at X; + X5 er binomialfordelt (n; 4+ na,p).
Heraf folger umiddelbart, at ML—estimatoren for p under hypotesen er

T+ X2
TL1—|-TL2

p=

EKSEMPEL 3.1 fortsat. I BRF—eksemplet betyder hypotesen p; = ps =
p, at sandsynligheden for tvangsauktion er den samme for huse og lej-
ligheder. Det forekommer helt rimeligt, at man i sa fald skal estimere
den feelles sandsynlighed for tvangsauktion ved

656 + 148 804
5989 + 1017 7006

ﬁ: :0.115,

altsa den relative hyppighed af tvangsauktioner beregnet uden hensyn
til ejendomskategori.
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Testning 3.2
Kvotientteststgrrelsen bliver

T1+To n1+n2—T1—T2
T1+To nitne—x1—o

ni+no n1+n2
- T n]—T1 T2 ng—=Ta
1 ny—xp Z2 Ny —=Ty
1 1 n2 n2

Dette besveaerlige udtryk kan skrives noget simplere, hvis vi &endrer no-
tationen som fglger. Vi lader y; og yo betegne de komplementaere til 2
og xg, dvs.

Yr=ni — o1, Yy2 ="n2 — T2.

Desuden indfgres betegnelserne
T.=2T1+ T2, Y. =Y1+ Y2 0g N. = N1 + N2.

Det betyder at antalstabellen

“Succes” “Fiasko” Sum
Gruppe 1 T ny — T ny
Gruppe 2 To N9 — Lo Ny
Sum Ti+Te N1+ ng—T1— Ty ng+no
herefter kan skrives
“Succes” “Fiasko” Sum

Gruppe 1 1 Y1 ni
Gruppe 2 Ta Y2 na
Sum x. Y. n.

Med denne notation kan kvotienttestgrrelsen nu skrives
z.TyYnitng?

q9= r1,Y1,.T2,,Y2
mn.
T1 Yy T2 Yz M.

Med betegnelsen k(x) for funktionen
k(z) = 2xlogx
far vi derfor

—2logq =
k(w1) + k(z2) + k(y1) + k(y2) — k(n1) — k(n2) — k(z.) — k(y.) + k(n.).
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Pearson’s teststorrelse 3.3

Denne formel er nem at huske, og nem at benytte til beregning af —2log ¢
pa en lommeregner. Sagt i ord: Kvotientteststgrrelsen beregnes ved at
man pa hver plads i antalstabellen (inklusive raekke— og sgjlesummer og
totalsummen) anvender funktionen k(z) = 2xlogxz. Kvotientteststor-
relsen —2logq er en sum af disse storrelser, regnet med fortegn. For
selve indgangene i tabellen og totalsummen benyttes positivt fortegn,
for raekke— og sgjlesummer negativt.

Hypotesen skal forkastes, hvis denne stgrrelse er ekstremt stor i sin for-
deling. Ifslge generel asymptotisk teori — som vi desveerre ikke er i
stand til at berette om i detaljer — kan denne fordeling approksimeres
med en y2-fordeling med 2 — 1 = 1 frihedsgrad.

EKSEMPEL 3.1 fortsat. For BRF—tallene far vi
—2log q = 2(656 log 656 + - - - + 869 log 869 + 7006 log 7006

—598910g 5989 — - - - — 6202 log 6202) = 10.46.

Da denne storrelse er teet pa 99.9%fraktilen 10.828 (og i hvert fald
storre end 99.5%fraktilen 7.879), ma hypotesen helt afgjort forkastes.

Bemseerk, at vi her er i en helt anden situtation end i de eksempler vi
har set pa vedrgrende kast med en mgnt, hvor der skulle meget ekstreme
observationer til for at fa os til at tvivle pa den fundamentale hypotese
p = 0.5. Her er det naermest omvendt. Der er ingen som helst grund til
at tro pa hypotesen p; = po. En eller anden forskel af ikke—mikroskopisk
storrelsesorden skal der nok vaere mellem ejerlejligheder og parcelhuse
hvad angar risikoen for tvangsauktion. Spgrgsmalet er kun hvor stor den
er, og hvilken vej den gar. Den oplysning, som testet giver os, er fgrst
og fremmest nyttig derved, at den berettiger os til med overbevisning
at haevde, at tvangsauktionsrisikoen er stgrst for lejligheder. Hvis testet
ikke havde fort til forkastelse ville det veere en anden sag. Sa ville vi
ikke med rimelighed kunne udtale os om, hvilken ejendomskategori der
er mest udsat.

3.3. Pearson’s teststgrrelse.

Ved at Taylorudvikle —2log ¢ som funktion af p; og ps omkring p til og
med anden orden kan man indse, at der for p; og ps naer pa hinanden
gaelder

(P1 —132)2 D1 — P2
—2logq ~ =

(% +L) 0 -9) \/(%+%)ﬁ(1—ﬁ>

Regningerne er for sa vidt elementaere, de er bare sa besvaerlige og ked-
sommelige, at vi ikke vil gengive dem her. Hgjre side er Pearson’s
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Fishers eksakte test 3.4

teststorrelse. Det sidste udtryk viser, at denne stgrrelse kan fortolkes
som kvadratet pa en storrelse, der har en simpel intuitiv fortolkning.
Det virker jo umiddelbart rimeligt, at hypotesen p; = po skal forkastes

nar differensen mellem p; og po er stor. Storrelsen <n—11 + n—12) p(1 — p)

under kvadratrodstegnet er netop variansen for tealleren p; — py un-
der hypotesen, udregnet under antagelse af at p = p. Af den centrale
graenseverdisetning og normalfordelingens foldningsegenskab fglger, at
teelleren p; —po er approksimativt normalfordelt, og dermed at Pearson’s
teststgrrelse er approksimativt y2-fordelt med 1 frihedsgrad.

EKSEMPEL 3.1 fortsat. For BRF-tallene bliver Pearson’s teststorrelse

2
( 656 148 )

5989 1017

= 11.0858,

1 1\ 804 6202

(5989 + 1017) 7006 7006

altsd lidt stgrre end —2loggq, faktisk stgrre end 99.9%fraktilen i y2—
fordelingen med 1 frihedsgrad.

OpGAVE 3.3.1. Blandt de lantagere i BRF, som pr. 1/1-90 ikke havde
betalt december 89 terminen rettidigt, havde de 6176 deres lan i BRF
i form af et sakaldt mixlan. Af disse gik indenfor seks maneder 9.42%
pa tvangsauktion. Den tilsvarende tvangsauktionsprocent for de 2466
lantagere, hvis lan var af en anden type, var 10.50%.

(a) Angiv passende usikkerheder pa de oplyste procenter.

(b) Er der statistisk hold i den pastand at lantagere med mixlan har
mindre tvangsauktionsrisiko end de andre?

(Bemaerk: Det samlede antal 617642466 er noget stgrre end totalen
7006 i tabellen pa side 14. Det skal man ikke lade sig forvirre af. I dette
tilfaelde skyldes den store forskel, at oplysningen om boligform ikke var
umiddelbart tilgaengelig for lan optaget fgr 1980. Det kan naturligvis
give anledning til fortolkningsproblemer, men dem ignorerer vi her).

3.4. Fishers eksakte test.

Fordelingen af —2log () under hypotesen p; = ps = p athzenger natur-
ligvis af p, selvom denne athaengighed abenbart er approksimativt uden
betydning. Den eksakte P—vaerdi

P = P(-2logQ > —2logq)

er derfor en funktion af p, og da p er ukendt er det principielt umuligt
at angive P-vaerdien eksakt. Man kan imidlertid lgse dette problem ved
folgende trick. Antag, at vi har observeret X; + X5, men ikke X; og
Xs5. I eksempel 3.1 ville det betyde, at vi har observeret det totale antal
tvangsauktioner x. = 804. Da vi kender n; = 5989 og no = 1017 kan vi

18



Fishers eksakte test 3.4

ogsa beregne antal ikke—tvangsauktioner y. = 5989+ 1017 — 804 = 6202.
Kort sagt, vi kender tabellens marginaler, men ikke indmaden. Eftersom
marginalerne ikke indeholder nogen som helst information om, hvorvidt
hypotesen p; = py er acceptabel eller ej, veelger vi at betinge med den
observerede veerdi af x., dvs. vi ser nu pa den betingede fordeling af
(X1, X2), givet X1 + Xo = x.. Ifplge opgave 3.3.6 i Ssr. er denne for-
deling under hypotesen beskrevet ved, at X; fglger en hypergeometrisk
fordeling, med parametre der pa indlysende made er givet ved de kendte
marginaler (fortolk n; som antallet af rgde kugler, ns som antallet af
hvide kugler og z. som stikprgvens stgrrelse). Da den ukendte parame-
ter p ikke indgar i udtrykkene for denne fordelings punktsandsynligheder
(groft sagt fordi vi netop har betinget med storrelsen z., som indeholder
al den information vi har om p) kan den betingede sandsynlighed for
haendelsen {—2log@Q > —2logq}, givet X; + X2 = x., udregnes ved
summation af punktsandsynligheder i denne fordeling, og denne sand-
synlighed vaelger man sa at fortolke som den relevante P-vaerdi. I praksis
ggr man det ved direkte at vurdere, hvor ekstremt x; ligger i den hyper-
geometriske fordeling, idet man udregner den tilsvarende halesandsyn-
lighed og ganger den med 2.

ExkseEMPEL 3.1 fortsat. For BRF-tallene kan argumentet gengives sa-
ledes. Antallene 5989 og 1017 af henholdsvis huse og ejerlejligheder er
givet. Ligeledes er det givet, at 804 af de i alt 7006 husejere gar pa
tvangsauktion. Hvis tvangsauktionsrisikoen var ens for de to ejendoms-
kategorier, ville vi veere i samme situation som nar man skal trackke 804
kugler fra en kasse med 5989 rgde og 1017 hvide kugler. Det vil sige at
vi under hypotesen forventer, at antal tvangsauktioner blandt husejerne
vil veere hypergeometrisk fordelt med disse parametre. Hvis derimod
tvangsauktionsrisikoen er forskellig for de to ejendomskategorier, kan vi
naturligvis fa et mere skaevt resultat.

Vi far nu at vide at der var x; = 656 tvangsauktioner blandt husejerne.
Spgrgsmalet er, om dette med rimelighed kan veere et udfald fra denne
hypergeometriske fordeling. Den forventede veerdi af en stokastisk vari-
abel med denne fordeling er %&?04 = 687.3, sa hvis 656 skal veere et
ekstremt udfald i denne fordeling ma det veaere fordi den wenstre hale-
sandsynlighed (summen af punktsandsynlighederne til og med nr. 656)

er lille. Den kan udregnes (f.eks. v.h.a. WinT) til 0.0007.

OpGAVE 3.4.1. (Kilde: Opgaver i Statistik, Inge Henningsen, Kgben-
havns Universitet, Institut for Matematisk Statistik 1996). Ved kurset
“Statistik 0” pa Kgbenhavns Universitet gik 39 kvindelige og 60 mand-
lige studerende til ordinser eksamen sommeren 1990. Af disse bestod
21 kvindelige og 39 mandlige studerende. Tyder dette pa en generel
konsforskel hvad angar bestaelsesprocenten i dette fag?
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