Kapitel 6

POISSON MODELLER

Meget af det som star i dette kapitel ligner overfladisk set gentagelser af
resultater vedrgrende polynomialfordelingsmodeller. Grunden til dette
er, at man ved betingning med totalsummen i en model for uathaengige
Poissonfordelte variable far (jvf. opgave 3.6.3 i Ssr.) en polynomialfor-
delingsmodel. Men fortolkningen af modellerne, deres parametriseringer
og de relevante hypoteser ser lidt anderledes ud. Poissonfordelingsmo-
dellerne er pa mange mader simplere, fordi de opererer med uathaengige
variable.

6.1. En Poissonfordelt variabel.

Antag at observationen x € Ny er fremkommet som vardien af en sto-
kastisk variabel X, der er Poissonfordelt med ukendt parameter A > 0.
Likelihoodfunktionen for denne meget lille model er

1 T, —A
L(A):;)\e N

og logaritmen til den er, idet vi ignorerer den konstante faktor %,

I(A) =xzlogA—X.
Ved differentiation m.h.t. A fas

'Oy =2 -1,

x
A
og da denne funktion for x > 0 aftager fra oo til —1 nar A gennem-
lgber intervallet |0, +o00], folger det umiddelbart at ML-estimatoren er
veldefineret og givet ved

~

A=zx.

OPGAVE 6.1.1. Gor rede for at der ogsa for z = 0 gaelder A = z, nar
parameteromradet udvides til [0, +o00].

6.2. Test for simpel hypotese.

Antag nu, at vi i denne model gnsker at teste hypotesen A = )\g for en
given fast veerdi Ay > 0. Kvotientteststgrrelsen bliver

—2logg = 2(l(z) = 1(X0)) = 2((wlogz — x) — (xlog Ao — Ao))
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Test for simpel hypotese 6.2

Ved rakkeudvikling til og med 2. orden af log-likelihooden som funk-
tion af z omkring punktet x = Ao (idet x midlertidigt opfattes som en
kontinuert variabel) ser man, at der med god approksimation for x neer
ved Ao geelder

(CE - )\0)2

—2logq ~ "

Hgjre side kaldes (igen) Pearson’s teststgrrelse. Den approksimative
x?fordeling af denne stgrrelse er nem at bevise. Poissonfordelingen er
jo, ifelge den centrale graensevaerdisaetning og Poissonfordelingens fold-
ningsegenskab, for store vardier af A\g godt approksimeret ved en nor-
malfordeling med middelvaerdi Ay og varians Ag. Pearsons teststgrrelse
ses derfor umiddelbart at veere approksimativt x2—fordelt med 1 friheds-
grad, som kvadratet pa den approksimativt normeret normalfordelte
stokastiske variabel (X — X\g)/v/Ag. Heraf folger igen — p.g.a. oven-
navnte approksimation — at kvotientteststgrrelsen er approksimativt
x?fordelt med 1 frihedsgrad.

For sma veerdier af Ao (typisk A\p < 5) beor testet udferes eksakt, ved
at den (eller de) tilsvarende halesandsynlighed(er) i Poissonfordelingen
beregnes eller findes ved tabelopslag.

Tests for simple hypoteser af formen A = )y i Poissonfordelingen er
sjeeldent relevante i praksis. Som eksempel er vi ngdt til at tage en lidt
fiktiv situation:

EKSEMPEL 6.1. (frit efter Inge Henningsen: Statistik, Institut for Mate-
matisk Statistik, Kgbenhavns Universitet) Et eksempel i forbindelse med
Poissonfordelingens udledning i noterne i sandsynlighedsregning hand-
lede om en cyklist C, som punkterede i gennemsnit 3 gange pr. 1000 km.
Man kan med en vis ret spgrge sig selv, hvor hun ved det fra. I virke-
ligheden kan hun vel allerhgjst vide, hvor langt hun alt i alt har kgrt, og
hvor mange gange hun alt i alt er punkteret. Tallet 3 ma derfor fortolkes
som et estimat, som hun har beregnet ved at dividere det samlede antal
punkteringer med den samlede distance hun har kgrt, regnet i enheden
1000 km. Men hvis vi forestiller os, at hun er en overordentlig erfaren
cyklist, vil dette estimat veere ret ngjagtigt. Vi vil derfor tillade os for-
tolke vaerdien 3 bogstaveligt som den ngjagtige veerdi af parameteren i
den Poissonfordeling, der beskriver antallet af punkteringer pa en hvilken
som helst 1000 km straekning hun kgrer, forudsat at der ikke sendres pa
omstaendigheder som kan have indflydelse pa punkteringshyppigheden.

Det er imidlertid netop det, vi forestiller os at hun ggr nu. For at
afprgve en ny type daek kgrer hun 1000 km med de nye dek. Pa denne
tur punkterer hun 9 gange. Hvad kan vi, pa dette grundlag, sige om
disse daek?

For vi udregner kvotienttest m.m. kan vi rent intuitivt argumentere
saledes. Umiddelbart ser det jo ud til, at man punkterer oftere med de
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Modeller for uaftheengige Poissonfordelte variable 6.3

nye daek. Spgrgsmalet er om den ggede frekvens (9 punkteringer, kun 3
forventet) er signifikant. Sandsynligheden for at fa udfaldet 9 eller mere
i en Poissonfordeling med parameter 3 er

1 1 1
-3 9 10 11
e <9!3 +10!3 +11!3 +>
= 0.00270 + 0.00081 + 0.000022 + 0.00006 + 0.00001 + - -- = 0.00380 .

Denne halesandsynlighed pa ca. 0.4 % kan vi sa valge at gange med
2, fordi testet formelt bgr foretages tosidet. Men konklusionen er under
alle omstaendigheder, at de nye dak ser steerkt ud til at veaere darligere
end de gamle.

Kvotienttestet giver
—2logq =2((9log9 — 9) — (9log3 — 3)) = 7.775
medens Pearsons teststgrrelse bliver

_ 9\2
O=37 4,
3

Den ret store forskel mellem disse to stgrrelser advarer os om, at ap-
proksimationen med en y2-fordeling ikke er god nok, og vi far da ogsa
lidt forskellige konklusioner: 7.775 ligger taet pa 99.5 % fraktilen i y?—
fordelingen med 1 frihedsgrad, medens 12 er noget stgrre end 99.9 %
fraktilen. Men de tilsvarende halesandsynligheder 0.005 og 0.001 er trods
alt af samme stgrrelsesorden som den eksakte P-vaerdi 0.0038.

6.3. Modeller for uafhaengige Poissonfordelte variable.

Lad observationen (x1,...,zy) veere fremkommet som den observerede
veerdi af (X1q,..., Xg), hvor X;,..., X} er uathengige, Poissonfordelte,
med parametre Aq,...,Ax. Ved den fulde model forstar vi i denne for-
bindelse modellen givet ved (Aq, ..., Ax) €]0, +o00o[¥, altsd modellen hvor
hver observation har sin egen frie parameter. Ved en glat model af dimen-
sion dy < k forstar vi en model givet pa formen (Ay,...,A\x) € Op, hvor
Op er en glat delmaengde af |0, +oo[* af dimension dy. Vi har tidligere
diskuteret begrebet glat delmaengde, og vil ikke uddybe det yderligere
her.

Maksimaliseringsestimaterne for Poisson parametrene under den fulde
model bliver dbenbart (da likelihood’en pa indlysende made splitter op
som et produkt af funktioner, der hver for sig er likelihood for en enkelt
Poisson variabel)

)‘j = CU]'.

Lad j\oj, j=1,...,k, betegne ML—estimatorerne (som vi antager eksis-
terer) under en glat model af dimension dy < k. Da gaelder

47



Modeller for uaftheengige Poissonfordelte variable 6.3

SAETNING 6.1. Kwvotientteststorrelsen for test mod den fulde model er

k
—QIOgQZQZ (leog;—J+5\0j —.’17j> .

j=1 0j

Under hypotesen gelder, for store verdier af parametrene \j, at denne
storrelse er approksimativt x> —fordelt med k — dy frihedsgrader. End-
videre gelder approksimationsformlen

— A
—2logq ~ Z 3 OJ
. 05

J=1

Hgjre side af den sidste formel kalder vi — som sadvanlig — Pearsons
teststorrelse. For brugbarheden af y2-approksimationen gzelder, som
tommelfingerregel, at alle estimaterne j\oj skal veere > 5, idet approksi-
mationen dog kan bruges med passende forbehold selv nar nogle af disse
stgrrelser er helt nede i nzerheden af 1.

Bemerkning. For langt de fleste af de modeller man betragter galder,

at
ko k
> o= 3w
j=1 Jj=

Dette gaelder, mere praecist, for modeller bestemt ved delmaengder O af
10, +00[* som er invariante under multiplikation med positive skalarer, i
den forstand at

()\1,...,)\k)€@0,6>0 — (6)\1,...,6)\k)€@0.

I sa fald har vi abenbart den simplere formel

k
T
—2logq = ZZ:cj log —L-
j=1 >‘0j
for kvotientteststgrrelsen.

I analogi med resultaterne for glatte polynomialfordelingsmodeller har
vi ogsa fplgende resultat om successiv testning:

Betragt to glatte hypoteser, givet ved delmaengder Oy C Oy C]0, +oo[¥
af dimensioner doy < dyp < k. Med indlysende betegnelser for ML-
estimaterne under de to hypoteser galder sa

SAETNING 6.2. Kvotientteststorrelsen for test af hypotesen givet ved O
mod hypotesen givet ved © er

A

k
—2logq = 22 (xj log —— 5\ + Aooj — 5\0j> :

0075
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Test for homogenitet 6.4

Under hypotesen (A1,..., ;) € Oqo gelder, for store verdier af para-
metrene \;, at denne storrelse er approksimativt x?2—fordelt med do — doo
frihedsgrader. Endvidere gelder approksimationsformlen

Hgjre side af den sidste formel kalder vi — endnu engang — Pearsons
teststgrrelse. Hovedreglen for brugbarhed af approksimationen er at alle
estimaterne Agp; skal veere > 5.

Bemeerk, at hvis
k k
D Aooj =3 hoj =

(dvs. hvis begge de betragtede modeller er invariante under multiplika-
tion med positive skalarer) sa har vi den simplere formel

k ~

o
—2logq = Zij log = 03
j=1 005
for kvotientteststgrrelsen.
6.4. Test for homogenitet.
Lad x4, ..., x veere observerede veerdier af k uafhaengige Poissonfordelte

variable X, ..., X med parametre A1, ..., A\x. Betragt homogenitetshy-
potesen

Al=Ag=- =X = A
Under denne hypotese ser likelihooden sadan ud:

1
L) = —A™e ...

1! T

1 _ _
—')\m’“e A = const. x AT e kA

sa log likelihooden bliver (idet vi ignorerer konstantleddet)
I(A) =x.log\ — kA =k(xlogA — ),

hvor & = x./k betegner gennemsnittet af de k observationer. Da denne
funktion, pa naer faktoren k, har praecis samme form som likelihooden for
en enkelt Poissonfordelt variabel, far vi umiddelbart at ML-estimatoren
er veldefineret for x. > 0 og givet ved

A=17.
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Kvotientteststgrrelsen for hypotesen bliver saledes
—2logq =2((z1logxy — 1) + -+ + (v log xg, — x) — (z.1og T — kT))

=2(z1logzy + - -+ zplogzry —x. — z.(logx. — logk) + x.)
=2(z1logxy + -+ zplogzy — x. logz. + x. logk) .

Dette er — bortset fra lidt sendring af notation — praecis samme stgr-
relse, som vi i kapitel 4 (side 26) udledte som kvotientteststgrrelsen
for hypotesen om homogenitet i en polynomialfordeling. Da antallet af
frihedsgrader ogsa er det samme (k — 1) skal teststgrrelsen vurderes i
samme fordeling, sa konklusionen af testet bliver den samme.

Den matematiske forklaring pa denne ackvivalens er, at hvis man i Pois-
sonmodellen betinger med haendelsen X. = z., sa far man netop en poly-
nomialfordelingsmodel, jvf. Ssr. opgave 3.6.3, hvor sattet (X1,..., X%)
beskrives som polynomialfordelt af orden £ med antalsparameter n = .
og sandsynlighedsparametre p; = A;/A. . Og hypotesen om homogenitet
i Poissonmodellen svarer netop til hypotesen om homogenitet i polyno-
mialfordelingsmodellen.

EKSEMPEL 6.2. Betragt tabellen pa side 26 i kapitel 4, der angiver antal
levendefgdte bgrn i 1988 fordelt pa fodselsmaned. Vi analyserede disse
tal ved hjeelp af en polynomialmodel, hvor det samlede antal 58844 af
fadsler 1 1988 blev opfattet som fast. Det kan forekomme lidt unaturligt.
En lidt mere rimelig model gar ud pa at opfatte de 12 antal som uaf-
haengige, binomialfordelte, med en faelles antalsparameter der kan for-
tolkes som noget i retning af det samlede antal kvinder i den fgdedygtige
alder. Hver af de 12 sandsynlighedsparametre skal sa fortolkes som sand-
synligheden for, at en bestemt kvinde blandt disse netop fgder i den
tilsvarende maned. Da en binomialfordeling med meget stor antalspa-
rameter og lille sandsynlighedsparameter er godt approksimeret ved en
Poissonfordeling, forer dette umiddelbart til en model, hvor antallene af
fedsler pr. maned er uaftheengige og Poissonfordelte. Konklusionen af
ovenstaende er, at testet for homogenitet i de to modeller forer til praecis
det samme.

For k = 2 er testet for Ay = As specielt sammenfaldende med testet for
p = % i binomialfordelingen. Her udfgrer man ofte testet som eksakt
binomialtest, svarende til at man betinger med (den for hypotesen ret
irrelevante storrelse) x. = x1 + xo. Formelt gar testet altsa ud pa at
udregne sandsynlighederne

P(X1 > 1) og P(X1 < 1)

under antagelse af at X; er binomialfordelt med antalsparameter x1 + x5
og sandsynlighedsparameter % Det mindste af disse to tal, ganget med
2 (af hensyn til “tosidigheden”), er testets P—veerdi.
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Proportionalitet med en given baggrundsvariabel 6.5

EKSEMPEL 6.1 fortsat. Antag nu (selvom det sikkert ggr ondt) om
vores cyklist C, at hun, i modsatning til hvad vi har troet indtil nu,
overhovedet ikke er nogen sarligt erfaren cyklist. Hendes pastand om
at hun “plejer” at punktere 3 gange pr. 1000 km er faktisk baseret pa,
at hun sidste sommer kgrte 1000 km og netop punkterede 3 gange.

Vurderingen af den nye daktype — hvor vi stadig antager, at hun har
oplevet 9 punkteringer med de nye dak pa en 1000 km strackning —
bliver nu vasentlig sendret. Vi skal nu teste Ay = As i en model for
to uathaengige, Poissonfordelte variable, hvor ;7 = 3 og o = 9 er ob-
serveret. Vi kan direkte argumentere for det eksakte binomialtest pa
folgende made. Hvis de to daektyper var lige gode, ville vi forvente at
hendes i alt 12 punkteringer var tilfaeldigt placeret pa de to straekninger
efter en almindelig binomialfordeling med antalsparameter 12 og sand-
synlighedsparameter % Sandsynligheden for, at en binomialfordelt vari-
abel med disse parametre er > 9, kan udregnes til 7.3 %. Det er jo ikke
serligt ekstremt, og den sandsynlighed skal oven i kgbet ganges med
2 hvis vi forestiller os et test mod tosidet alternativ, som ogsa tager i
betragtning at de nye deek kunne vare bedre end de gamle.

Forklaringen pa, at konklusionen i sa hgj grad har sndret sig i forhold
til hvad vi tidligere naede frem til, er naturligvis at angivelsen “3 punk-
teringer pr. 1000 km” — som vi for tog helt bogstaveligt som 3.0000
punkteringer i gennemsnit pr. 1000 km — nu er blevet forsynet med en
meget, stor usikkerhed.

6.5. Proportionalitet med en given baggrundsvariabel.

I mange anvendelser af Poissonmodeller er observationerne antal af haen-
delser, som er indtruffet i grupper af forskellige storrelser eller i tidsin-
tervaller af forskellige laengder. I sa fald er den naturlige hypotese om
“homogenitet” ikke, at de Poissonfordelinger der beskriver antallene har
samme parameter, men at parametrene fglger gruppernes stgrrelser eller
tidsintervallernes leengder proportionalt.

Stiller man sig for eksempel ved en landevej og teeller, hvor mange biler
der kommer forbi i forskellige tidsintervaller, sa er den naturlige hy-
potese om “konstant trafikintensitet” givet ved, at disse antal har mid-
delveerdier som er proportionale med laengderne af de tilsvarende tidsin-
tervaller. En model der beskriver disse antal som Poissonfordelte med
samme parameter er kun relevant, hvis tidsintervallerne er lige lange.

Et andet eksempel har vi i de netop omtalte antal bgrnefgdsler per
maned i 1988. I kapitel 4 (side 27) stillede vi en opgave, som gik ud
pa at opstille en model der tog hensyn til at arets 12 maneder ikke er
lige lange. I den tilsvarende Poisson model ville det veere naturligt at
tage hgjde for dette ved at opstille en model, hvor de 12 Poisson para-
metre er proportionale med manedernes laengder.
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Proportionalitet med en given baggrundsvariabel 6.5

EKSEMPEL 6.3. (fra Inge Henningsen: Statistik, Institut for Matematisk
Statistik, Kgbenhavns Universitet). Fglgende tabel angiver antallet af
tilfzelde af testikelkraeft i perioden 1974-78 i fire Nordsjeellandske kom-
muner, samt det gennemsnitlige antal mand i disse kommuner i samme

periode.
Kommune Tilfeelde af  Antal

testikelkreeft meend

Birkergd 4 10900
Frederikssund 12 7336
Helsingor 9 27671
Hilleragd 9 15499
I alt 34 61406

Den helt rigtige model ville her veaere en binomialfordelingsmodel, der
for eksempel beskriver antal tilfzelde i Birkergd Kommune som den
observerede vardi af en binomialfordelt variabel med antalsparameter
10900 og en sandsynlighedsparameter p;, der kan fortolkes som sand-
synligheden for at blive ramt af testikelkrzeft i en fire ars periode for
en mand der bor i Birkergd. Den naturlige hypotese i denne model
ville sa vaere homogenitetshypotesen p; = --- = p4, som siger at de
fire kommuner ikke adskiller sig fra hinanden pa dette punkt. Men da
sandsynlighedsparametrene er meget sma og antalsparametrene meget
store kan vi uden videre benytte approksimationen af binomialforde-
lingen med en Poissonfordeling. Den tilsvarende Poissonmodel siger sa,
at de fire antal 4, 12, 9 og 9 er fremkommet som verdier af uathengige
Poissonfordelte variable. I fgrste omgang (den fulde model) lader vi pa-
rametrene Ay, ..., Ay for disse fordelinger variere frit. Den hypotese, som
svarer til hypotesen p; = --- = p4 ovenfor, bliver sa (jvf. ssmmenhaengen
A = np mellem parametrene i en binomialfordeling og parameteren i den
approksimerende Poissonfordeling)

At A2 A3 N
10900 7336 27671 15499
eller
)\i :Bniv = 17273747
hvor ny,...,n4 betegner tallene i tabellens sidste sgjle og parameteren

B kan fortolkes som det forventede antal tilfaelde af testikelkraeft pr.
mandlig indbygger over en periode pa fire ar.

Log-likelihooden under denne hypotese bliver abenbart
410g(109008) — 109005 + 121log(73363) — 73360
+91og(276715) — 276715 + 9log(154993) — 1549903
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Proportionalitet med en given baggrundsvariabel 6.5

= const. + 34 log 8 — 614063 = const. + 34 1og(614063) — 6140643.

Som funktion af 614065 har denne funktion samme form som log li-
kelihooden i modellen for en enkelt Poisson variabel, hvor © = 34 er
observeret. Heraf fglger umiddelbart at

- 34
B = 61406 — 0.0005537

hvilket forekommer helt rimeligt efter ovennaevnte fortolkning af 3. Es-
timaterne for de fire Poisson parametre under hypotesen — ogsa kaldet
de fittede vaerdier — er saledes

A = 10900525 = 6.035
Xy = T3365ac = 4.062
A3 = 2T671555: = 15.321
A= 1549934 = 8.582

Da modellen abenbart er invariant under multiplikation med positive
skalarer bliver kvotientteststgrrelsen for test af proportionalitetshypote-
sen mod den fulde model

9
—2logq:2<4log +---+9log8582> =13.99

6.035

Da dimensionen af den fulde model er 4, medens dimensionen af pro-
portionalitetsmodellen abenbart er 1, skal denne stgrrelse vurderes i en
x2—fordeling med 3 frihedsgrader. Da 99.5 % procent fraktilen i denne
fordeling er 12.838 ma hypotesen om proportionalitet forkastes.

Pearson’s test giver

(4 — 6.035)2 (9 — 8.582)2

= 18.83.
6035 T 8582 583

Her er konklusionen endnu mere overbevisende. Selv om den store forskel
fra kvotienttestet antyder, at approksimation med en y?—fordeling er lidt
tvivlsom, kan man godt tillade sig at konkludere, at proportionalitetshy-
potesen ma forkastes med en P-veerdi af storrelsesorden 1 %.

Denne konklusion svakkes imidlertid lidt af forhistorien, som vi ikke
har fortalt endnu. Baggrunden for undersggelsen var en mistanke om,
at forekomsten af testikelkreeft i Frederikssund var usaedvanligt hgj. Man
foretog sa en ngjagtig registrering i Frederikssund og tre sammenlignelige
Nordsjzellandske kommuner. Ser vi pa antal tilfselde af testikelkraeft pr.
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10000 mandlige indbyggere,

Kommune Tilfeelde af
testikelkreaeft
pr. 10000
Birkerad 3.67
Frederikssund 16.36
Helsinggr 3.25
Hillergd 5.81
Samlet 5.54

er det da ogsa tydeligt, at det er Frederikssund der skiller sig ud. Men
man ma veere opmarksom pa, at nar man pa denne made udvalger
Frederikssund Kommune fordi den har sa usaedvanligt mange tilfzelde af
testikelkreeft, sa lyder man ikke seerligt troveerdig nar man bagefter for-
blgffet udbryder “det var da utroligt sa mange tilfzelde af testikelkraeft
der er i Frederikssund”. En af landets mange kommuner ma jo ngd-
vendigvis have rekorden, og en sammenligning af denne med nogle fa
gennemsnitskommuner vil med stor sandsynlighed fgre til formel sig-
nifikans, ogsa selv om proportionalitetsmodellen i virkeligheden er god
nok. Hvis det er rigtigt, at Frederikssund er udvalgt pa denne made,
skal der en P—veerdi af stgrrelsesorden 0.0001 til, fér man for alvor kan
konkludere noget, (hvorfor?).

OPGAVE 6.5.1. For bgrnefgdselstallene (kapitel 4, side 26), opstil en
model hvor antal fgdsler i arets 12 maneder er uafhangige, Poisson-
fordelte med parametre som er proportionale med manedernes laengder,
og test denne model imod den fulde model. Vis, at betingning i denne
model med totalsummen (x. = 58844) netop forer til den polynomialfor-
delingsmodel, der er beskrevet i opgave 4.3.1 pa side 27, samt at testet
for denne model imod den fulde model giver samme resultat.

OPGAVE 6.5.2. For data i eksempel 6.3. (testikelkreefttilfeelde i fire
kommuner), formuler og test en hypotese, der svarer til at det kun er
Frederikssund som skiller sig ud, medens risikoen for testikelkraeft er den
samme i de tre andre kommuner.

Hvis denne hypotese bliver godkendt (og det bliver den faktisk), kan
man forsgge at teste videre herfra til hypotesen om at risikoen er den
samme i alle fire byer. Hvad bliver konklusionen nu?

6.6. Multiplikative Poissonmodeller.

Det simpleste eksempel pa en multiplikativ Poissonmodel — og det ene-
ste vi vil se pa her — er folgende. Lad der veaere givet en Rx S—antalstabel
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(x,s) af hele ikke—negative tal. Antag at disse er fremkommet som vaer-
dier af uathzengige Poissonfordelte variable (X,s). Lad A,s betegne pa-
rameteren for X,.;’s fordeling. Ved hypotesen om multiplikativitet forstas
i denne forbindelse hypotesen

)\T‘S - arﬁs

om at parameteren for den rs’te observation kan skrives som produkt af
en raekkeparameter «,. og en sgjleparameter ;.

Da middelveerdien af en Poissonfordelt variabel er det samme som for-
delingens parameter kan hypotesen om multiplikativitet fortolkes sadan,
at tallene i tabellen pa nzer stokastisk variation omkring deres mid-
delveerdi opfylder en proportionalitetsbetingelse, som man efter behag
kan udtrykke ved at sige at rackkerne er proportionale eller at sgjlerne
er proportionale. I denne henseende ligner multiplikativitetshypotesen
til forveksling hypotesen om uafhaengighed i en polynomialfordelings-
model. Det galder da ogsa, som man let kan overbevise sig om, at i
den polynomialfordelingsmodel man far ved at betinge med totalsum-
men z.. er der uafheengighed hvis og kun hvis Poissonmodellens parame-
tre opfylder multiplikativitetsbetingelsen. Desuden er kvotienttestet for
multiplikativitet i Poissonmodellen identisk (beregningsmaessigt) med
kvotienttestet for uathaengighed i polynomialfordelingsmodellen, som vi
skal se i det fglgende.

Antallet af parametre i den multiplikative model er umiddelbart R+ S,
idet der jo er R o’er og S B’er. Men modellen er overparametriseret, idet
forskellige szt af a’er og [’er kan give anledning til de samme Poisson
parametre A\, = a,.0s. Som man umiddelbart kan se vil multiplikation
af alle o’erne med en positiv konstant og division af alle 5’erne med den
samme konstant ikke &endre pa A’erne. Det betyder, at der i realiteten er
en parameter for meget i brug. Modellens virkelige dimension er derfor
R+S—-1.

Hvis man har brug for det kan en entydig parametrisering opnas ved
at sxtte en af parametrene — f.eks. awy — til 1. Det er forholdsvis let
at indse, at man herved far en injektiv parametrisering, og heraf fglger
ogsa, at der ikke er andre “skjulte overparametriseringer” end den vi lige
har omtalt.

Men det er ikke seerlig naturligt at indfere betingelser som «a; = 1,
og det er faktisk heller ikke altid ngdvendigt. Likelihoodfunktionen
athaenger nemlig kun af parametrene o, og s gennem Poissonparame-
trene A\.s = «,.Bs. Sa hvis vi blot kan finde et saet af XN’er der kan skrives
pa denne form, og som giver likelihooden sin maksimale veerdi under
multiplikativitetshypotesen, sa har vi bade lgst estimationsproblemet (i
den forstand at vi har fundet estimaterne for selve Poissonparametrene
under hypotesen) og testproblemet (i den forstand at vi kan udregne
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den maksimale veerdi af likelihooden under hypotesen, og dermed ud-
fore kvotienttestet mod den fulde model).

Likelihooden under hypotesen er (med udeladelse af de konstante fak-

torer —)
Tps!

L(ah - '704R7B17 - '7BS) = H H e_arﬂs (aTﬁs)mrs

r=1s=1

og log-likelihooden

S
l(alv .- '7aR7ﬁ17 T 7ﬁS) - ZZ (_arﬁs + xrs(logar + logﬁs))

r=1s=1

R S
=—a.f.+ Zxr. log av,- + Zx.s log (s
r=1 s=1

Vi opstiller likelihoodligningerne (altsa de ligninger der satter log-like-
lihoodens partielle afledede lig med 0):

—6.+&:0 , a4+ Ty
a?" BS

Man ser umiddelbart, at enhver lgsning til likelihoodligningerne ngd-
vendigvis ma opfylde

xI.
ar=—, Be=
Q.

Ved summation af udtrykket for c,. over r (eller summation af udtrykket
for s over s) fas
a.fB.=x..,

og for selve Poissonparametrenes vedkommende betyder dette at der ma

geelde
Tp.Tos  TpTesg  TpTeg

E; - Bz
Hermed har vi, uden at tage stilling til praecis hvordan o’er og [(’er

skal normeres, vist at enhver lgsning af likelihoodligningerne fgrer til
estimatorerne

)\rs - arﬁs -

. A
A

rs —

Z..

for selve Poisson parametrene. Vi mangler at gennemfgre en egentlig
funktionsundersggelse, som godtger at lgsningen svarer til et maksimum
for likelihooden, men det vil vi springe over i denne omgang.
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Kvotienteststgrrelsen for test af multiplikativitet imod den fulde model
bliver nu (idet A.. = z..)

X
—210gq: QZZxrslogﬁ

r=1s=1 s=1

R R s
=2 (ZZ“T’"S log z,s — Z“T’"' log z,.. — Zaz.s logx.s + a:..log:c..) .
r=1

Dette er praecis samme teststgrrelse, som vi i kapitel 5 udledte som kvo-
tientteststorrelsen ved test for uafheengighed i en tosidet antalstabel.
Den approksimerende x2-fordeling er ogsa den samme, idet dimensions-
faldet fra den fulde model til den multiplikative model er

RS—(R+S—1)=(R—1)(S—1).

Pearson’s teststorrelse bliver i gvrigt ogsa den samme som i polynomi-
alfordelingsmodellen.

EKSEMPEL 6.4. Fglgende tabel angiver antallet af konkurser i 1990,
opdelt pa landsdel og kvartal (kilde: Eksamensopgave i Statistik 0 vinter
93-94, Kgbenhavns Universitet):

Kgbenhavn @erne Jylland T alt

1. kvartal 244 155 321 720
2. kvartal 231 133 269 633
3. kvartal 204 121 278 603
4. kvartal 256 140 300 696

[ alt 935 549 1168 2652

En naturlig model gar her ud pa at opfatte tallene i tabellen som ob-
serverede vardier af uafthaengige, Poissonfordelte variable. I en given
landsdel og for et givet kvartal har vi jo, ved kvartalets begyndelse, et
stort antal eksisterende virksomheder, der hver for sig vil ga konkurs i
lgbet af det kommende kvartal med en ret lille sandsynlighed. Sa argu-
mentet for valg af Poissonfordelingen er igen, at der er tale om binomial-
fordelinger med store antalsparametre og sma sandsynlighedsparametre.

Kvotientteststorrelsen for multiplikativitet bliver 3.071, den tilsvarende
Pearson teststgrrelse er 3.075. Begge ligger et godt stykke under 95%—
fraktilen (12.6) i x?>—fordelingen med 6 frihedsgrader, sd hypotesen om
multiplikativitet godkendes. Det betyder at variationen fra kvartal til
kvartal (hvis der overhovedet er nogen) kan antages at veere den samme
i de tre regioner.
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Man kan dernaest spgrge om der er en forskel fra kvartal til kvartal. Det
svarer til i den multiplikative model

)‘kn“ = akBT‘
(k = kvartal, r = region) at opstille hypotesen
ar=--=ag=1 eller g =0, .

Denne model og det tilhgrende test — som vi ikke har omtalt i forbin-
delse med Poissonmodellerne — svarer helt til test for raskkehomogeni-
tet, som omtalt i kapitel 5 (side 42), og det udfores pa samme made. Vi
far

—2logq = 2(72010g 720 + - - - + 696 log 696

—2652 log 2652 + 2652 1og 4) = 13.36.

Da antallet af parametre i den multiplikative model var 6, medens antal
parametre i den reducerede model abenbart er 3, skal denne teststorrelse
vurderes i en x2fordeling med 3 frihedsgrader. Da 13.36 > 12.838 = 99.5
% fraktilen, ma hypotesen om homogenitet afvises. Der er altsa forskel
pa intensiteten af konkurser fra kvartal til kvartal. Abenbart er de to
vinterkvartaler veerst, hvad dette angar. Hvilket vel ogsa er hvad man
pa forhand ville vente, i betragtning af at naesten alt i forretningslivet
gar langsommere i sommertiden pa grund af ferie.

OpPGAVE 6.6.1. I kapitel 5 (side 39-40) definerede vi de normerede
residualer under uathaengighedsmodellen ved

Ty T
l’ —_ = "o
s T..

Vo
..

med nogle forblommede tilfgjelser om, at dette var residualerne divideret
med noget iretning af deres estimerede standardafvigelser. Ggr rede for,
at det er praecis hvad de er, nar polynomialfordelingsmodellen med an-
tagelse af uathaengighed erstattes med den multiplikative Poissonmodel.

Upg =
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