Kapitel 7

UAFHENGIGE IDENTISK FORDELTE NORMALE OBSERVATIONER

Da normalfordelingen er en kontinuert fordeling, optrader der fglgende
forskel fra de diskrete modeller vi hidtil har studeret. Ved analyse af
statistiske modeller for kontinuert fordelte observationer definerer man
likelihoodfunktionen som veerdien af tetheden i det observerede punkt,
som funktion af de ukendte parametre. Dette er i virkeligheden ikke
en zndring i forhold til definitionen i det diskrete tilfeelde. Man ma
teenke pa, at data i praksis altid vil veere givet pa afrundet form, sa det
man observerer er en haendelse af formen “X € A,”, hvor A, er den lille
mangde af kontinuerte observationer, som ved afrunding giver netop den
observation x man har faet. Hermed er man tilbage i et diskret problem,
hvor likelihoodfunktionen kan defineres pa ssedvanlig made ved

L(0) = Py(X € Ay).

Men da sandsynligheden for at den kontinuerte observation havner i A,
netop — ifglge taethedens fortolkning — er approksimativt proportional
med teethedens veerdi i et punkt af A, bliver denne “rigtige likelihood”
(pa neer den approksimation, som under alle omstaendigheder ligger i
afrundingen) proportional med verdien af taetheden i det observerede
punkt x.

7.1. Uafhaengige identisk fordelte observationer, kendt varians.

Vi gar nu over til at kalde observationerne for y, y;, ..., fordi bogstavet
x skal bruges til noget andet i forbindelse med regressionsanalysen.

Lad v, ..., y, veere observerede veerdier af n uathaengige, normalfordelte
stokastiske variable Y7,...,Y, med middelveerdi x4 og varians 2. Vi be-
gynder med at opfatte variansen o2 som kendt, og diskuterer estimation
af middelvaerdien p og test for simpel hypotese af formen p = pg.

Likelihoodfunktionen bliver
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og log-likelihooden (idet vi kan se bort fra normeringsfaktoren, da den
kun afhzenger af o2)

n

1

I(p) = T 952 : (yi — N)Z-

Maksimum-likelihood estimatet for middelveerdien er saledes den vaerdi
af p der minimerer kvadratsummen

n

Z(yi—u)2-

1=1

Som vi skal se er det et generelt track ved normalfordelingsmodellerne, at
estimaterne for middelvaerdiparametrene fas ved minimering af kvadrat-
summen af observationernes afvigelser fra deres middelvaerdier. Derfor
bruger man ofte betegnelsen mindste kvadraters metode for denne es-
timationsmetode. Blandt gkonomer bruges ogsa forkortelsen OLS (af
engelsk Ordinary Least Squares).

Minimering af ovenstaende kvadratsum foretages lettest ved folgende
omskrivning (som i gvrigt er velkendt fra sandsynlighedsregningen, idet
det stort set er identiteten E ((Y — p)?) = E (Y — EY)?) + (EY — p)?
for en stokastisk variabel Y, som fglger den empiriske fordeling bestemt
ved y1,...,yn). Med betegnelsen § = 1 3" y; for observationernes gen-
nemsnit har vi

Yowi—w => (wi—9)+ G-

— Z(yi — )%+ Z(g —p)?+2 Z(yi — 9y —p)
= i -+ nli— w)?.

Af omskrivningen fglger umiddelbart, at likelihooden antager sit maksi-
mum for

fL=17.

EKSEMPEL. Ved gentagne malinger (sasom vejninger, kemiske koncen-
trationsbestemmelser og lignende) anbefales det ofte at angive malinger-
nes gennemsnit som “facit”. Dette kan abenbart begrundes teoretisk,
som en anvendelse af maksimum likelihood estimation i en model hvor
malingerne fortolkes som uafhaengige, identisk normalfordelte, med den
“sande vaerdi” af det der skal males som middelvaerdi. Den centrale
graenseverdisaetning giver i et vist omfang belaeg for den opfattelse, at
malefejl fglger en normal fordeling.
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Med henblik pa at angive en usikkerhed pa estimatet i = § bemaerker vi,
at den stokastiske variable Y ifglge den normale fordelings foldningsegen-
skab er normalfordelt med middelvaerdi p og varians %2 Med sandsyn-
lighed 0.95 gaelder derfor

p—Y

o2/n

_ 2 _ 2
Y —1.96(/ T < p <V +1.96/ =,
n n

hvilket ggr det naturligt at angive estimationsresultatet pa formen

2
p=15+1.96/ .
n
2 2
[y— 1.96/ 5 + 1.96\/0—]
n n

kaldes i denne forbindelse et 95 % konfidensinterval eller sikkerhedsinter-
val for p, og dets endepunkter kaldes for konfidensgrenser eller sikker-
hedsgrenser. Generelt defineres et 95 % konfidensinterval for en para-
meter i en statistisk model som et interval, udregnet pa basis af obser-
vationerne, der med sandsynlighed 0.95 indeholder den sande veerdi af
parameteren.

—1.96 <

< 1.96

eller

Intervallet

7.2. Test for simpel hypotese nar variansen er kendt.

Antag, at viimodellen for n identisk normalfordelte variable med ukendt
middelveerdi 4 og kendt varians o2 gnsker at teste en hypotese af formen
1= po. Kvotientteststgrrelsen bliver

21(5) — () =2 (—% (s =)+ 53 > (05 - uof)

1=1

= =) = (y‘;‘”) .
o Vo?Z/n

Under hypotesen p = g er
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normeret normalfordelt. Heraf folger at —2log@ = U? er x?-fordelt
med 1 frihedsgrad (eksakt, til en afveksling). Testets P-vaerdi kan altsa
Y — Mo

udtrykkes som
Y — o
=2P (U >
Vo?Z/n ) ( N ‘\/az/n )

hvor U er en normeret normalfordelt stokastisk variabel (og U? dermed
en x?—fordelt variabel med 1 frihedsgrad). Det sidste udtryk for P—
veerdien antyder hvordan testet kan foretages som et tosidet U-test, dvs.
et test hvor storrelsen u = (§ — po)/+/02/n vurderes ved opslag i en
normalfordelingstabel. Fordelen ved at ggre det pa den made er, at
man sa samtidig holder styr pa hvilken vej afvigelsen gar. Bemaerk,
at P—veerdien bliver > 0.05 hvis og kun hvis veerdien pg ligger i 95 %
konfidensintervallet for pu.

P(U2 > %(ﬂ—uo)z) =P (|U| >

Normalfordelingsmodeller med kendt varians er ikke sa relevante i prak-
sis. I det fglgende vil vi udelukkende beskaeftige os med modeller, hvor
variansen er ukendt. Her skal blot bemarkes, at de linesere normal-
fordelingsmodeller med kendt varians generelt har den pane egenskab,
at kvotientteststgrrelserne er eksakt x2—fordelte. De generelle resultater
vedrgrende approksimativ x2-fordeling af kvotientteststgrrelser bygger
pa approksimation af statistiske modeller med normalfordelingsmodeller
af denne simple slags, baseret pa den centrale graensevaerdisaetning og
Taylorudvikling af log-likelihooden.

7.3. Uafheengige identisk fordelte observationer, ukendt vari-
ans.

Lad igen w1, ..., y, veere observerede vaerdier af n uathaengige normal-

fordelte stokastiske variable Y7,...,Y,, med middelvaerdi p og varians

o2. Nu opfatter vi imidlertid bade p og o2 som ukendte parametre.

Log-likelihooden bliver sa (idet logaritmen til normeringsfaktoren nu

skal medtages, bortset fra at konstanten (1/v/27)" naturligvis kan ig-
noreres)

1,0%) = — 2 logo® — - ) (i — )’

’ 2 202 £ 7" '

=1
Maksimering m.h.t. p for fast o2 giver samme resultat som i modellen
med kendt varians, sa vi har stadig i = y. Hvis vi indsatter dette far

vi den delvis maksimerede log—likelihood

n
_ 2y _ M o 1 21 5 SSD,
I(y,0°) = —§loga - T‘z;(yi — ) = 3 (nlOgU t— 3
hvor vi her og i det fglgende anvender betegnelsen SSD,, (Sum of Squares
of Deviations) for kvadratsummen af observationernes afvigelser fra de-
res gennemsnit. Hvis vi kan maksimere dette udtryk som funktion af o2
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har vi abenbart fundet maksimaliseringsestimatorerne. Differentiation
m.h.t. o2 giver

d  ,  1(n $SD,\ 1 SSD,
dazl(y’(7 )= 2 (02 (02)2> - 202 (n o? )

Da denne funktion af o2 er nul hvis og kun hvis 02 = SST?”, positiv til

venstre for denne veerdi og negativ til hgjre for, fglger det at likelihood-
funktionen har entydigt maksimum i punktet

,  SSD,

O-ML: n .

Bemeerk til senere brug at log-likelihoodens vaerdi i maksimumspunktet
er

. 1 SSD
I, 0%,,) = -5 <nlog - Y +n> :

Korrektion af variansestimatet. Grunden til, at vi har brugt den un-
derlige betegnelse o2;;, er at man i praksis plejer at bruge en anden
estimator, nemlig den man far ved at dividere kvadratafvigelsessummen
med n — 1 i stedet for med n. For denne korrigerede estimator vil vi
anvende den mere gaengse betegnelse

52 SSD,,

n—1

En begrundelse for at foretage denne korrektion er, at vi herved far en
estimator der netop har middelvaerdi o2, jvf. Ssr. opgave 4.4.2. En esti-
mator med den egenskab, at dens middelvardi netop er den parameter
den skal estimere, kalder man central eller middelverdiret (engelsk: unbi-
ased). Dette er helt klart en gnskvaerdig (omend ikke absolut ngdvendig)
egenskab ved en estimator.

Et yderligere argument (eller, om man vil, det samme argument i et ek-
stremt tilfzelde) for korrektionen er folgende. For n = 1 er den egentlige
maksimaliseringsestimator veldefineret og lig med 0. Den korrigerede
estimator er udefineret, fordi den involverer division med 0. Nar man
teenker pa, hvor meningslgst det er at udtale sig om variansen pa grund-
lag af en enkelt observation, virker den sidste egenskab maske mest na-
turlig.

Bemeerk at vi ved kvotienttestning benytter likelihoodfunktionens rigtige
maksimum (i, 03;; ) som udregnet ovenfor — altsd ikke den veerdi, man
far ved at indseette det korrigerede variansestimat.

Af Ssr. szetning 7.2.2 folger at SSDy er y2—fordelt med n—1 frihedsgrader
og skalaparameter o2. Heraf folger (igen) at estimatoren 62 er central,
og dette fordelingsresultat kan man i gvrigt udnytte til at angive eksakte
konfidensgrzenser for o2.
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Test for simpel middelveerdihypotese nar variansen er ukendt 7.5

7.4. Eksakte konfidensgraenser for middelvaerdien.

Til vurdering af usikkerheden pa middelveerdiestimatet 4 = ¢ er det
neerliggende at benytte angivelsen

&2
pw=1y=x1.964/ —
n

ud fra den primitive betragtning, at nar vi ikke kender variansen ma vi
indsatte estimatet for den i stedet for. Det er overvejelser af denne type,
der ligger bag de angivelser af estimationsusikkerhed, vi har benyttet i
de diskrete modeller.

Men det kan vi gore meget bedre her. Af Ssr. saetning 7.2.2 fglger jo, at

storrelsen B -
o V¥ —p) Y —p

/=1SSDy  V8?%/n

er T—fordelt med n — 1 frihedsgrader. Hvis vi med ¢,,_1(97.5) betegner
97.5%fraktilen i denne T—fordeling, har vi derfor med sandsynlighed
0.95

-Y
a1 (97.5) < B2 < 1,1 (97.5)
2/n
eller
_ 52 _ &2
Yt 1 (9750 = < u < Y+ ta_1(97.5)4 ] Z-.
n n

Sagt i ord: Fksakte 95%—konfidensgraenser far man ved at modificere
konfidensgraenserne fra tilfaeldet hvor variansen er kendt, idet variansen
o2 erstattes med med sit estimatet 42, og 1.96 (som er den normerede
normalfordelings 97.5%—fraktil) erstattes med 97.5%—fraktilen i T—for-
delingen med n — 1 frihedsgrader.

7.5. Test for simpel middelvaerdihypotese nar variansen er
ukendt.

Betragt en simpel hypotese af formen g = pp. Log-likelihooden som
funktion af o2 under hypotesen er

1 1
I(po, 0%) = —3 (nloga2 + i Z (yi — u0)2) i
i=1

Udtrykket ligner den delvis maksimerede likelihood (side 62) fra den
stgrre model. Den eneste forskel er at SSD, er blevet erstattet med
hypotesens kvadratafvigelsessum

n

> (i — 10)* = SSDy + n(y — p1o)”.

=1
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Test for simpel middelveerdihypotese nar variansen er ukendt 7.5

Heraf folger umiddelbart, at maksimum antages for

. 1 _

Ug ~ Z (yi — Mo)z T (SSDy +n(y — Mo)z) .
Indsaetning af dette estimat i log-likelihooden giver

_ 2
Az) 1 (n log SSDy, + n(§ — o) n n) -
n

Z(NOa Op) = —
Kvotientteststgrrelsen for hypotesen p = pg bliver sa

—2logq =2 (I(i, os1,) — (o, 63))

5 2
=2 <—% (n log 55D, + n> + 1 (n log 55D, + n(y = po) + n))
n

2 n

SSDy + n(y — po)? n(y — o)’
33D, nos{* T T ssp,

=nlog

Det sidste udtryk viser, at kvotientteststgrrelsen er en monotont vok-

n(g—po)” .

sende funktion af stgrrelsen —g57—; eller, aekvivalent hermed, af stor-
Y

relsen
f= n(j — po)?
N SSD,/(n — 1)

Men fordelingen af den tilsvarende stokastiske variable

2

oo MYV —p)® [ Vn(Y — po)
SSDy/(n — 1) \/m

under hypotesen pu = po kender vi fra Ssr. seetning 7.2.2. Ifglge denne
saetning er storrelsen

V(Y — MO_Y to

—L.SSDy  V0?%/n

T—fordelt med n — 1 frihedsgrader, og kvadratet pa den er (jvf. kom-
mentarer til seetning 7.1.4 i Ssr.) F-fordelt med (1,n — 1) frihedsgrader.
Testet kan derfor udfgres enten ved vurdering af, om teststorrelsen f
ovenfor er ekstremt stor i en F—fordeling med (1,n — 1) frihedsgrader,
eller ved tosidet vurdering af stgrrelsen

Y— Ho
Vo2 /n
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Modelkontrol og udregninger i praksis 7.6

i en T—fordeling med n — 1 frihedsgrader.

Bemaerk, at T-storrelsen ligner den der blev benyttet ved test for simpel
hypotese i modellen med kendt varians. Blot er den kendte varians o2
blevet erstattet med variansestimatet 62, og den normerede normalfor-
deling er udskiftet med T—fordelingen. T—fordelingen har tykkere haler
end normalfordelingen, hvilket kompenserer for den usikkerhed der lig-
ger i estimationen af variansen. For store veerdier af frihedsgradsantallet
n — 1, hvor variansestimatet er ret ngjagtigt, ligner T—fordelingen den
normerede normalfordeling.

Bemaerk ogsa at testet giver godkendelse pa niveau a = 0.05 hvis og kun
hvis po ligger i det tidligere udledte 95% konfidensinterval.

7.6. Modelkontrol og udregninger i praksis.

Underspgelse af, om et givet observationssaet yi,...,y, kan beskrives
ved en normal fordeling, foretages primeert ved tegning af et histogram.
Et passende interval, som indeholder alle observationerne, inddeles i
lige store delintervaller. Over hvert interval tegnes en kasse, hvis hgjde
er lig med (eller proportional med) antallet af observationer i interval-
let. Herved far man — hvis man har valgt de sma intervallers bredde
fornuftigt — en tegning, der gerne skulle ligne den normale fordelings
teethed, pa neer tilfzeldig variation.

En mere raffineret metode gar ud pa at tegne et sakaldt fraktildia-
gram eller probitdiagram. Dette gar groft sagt ud pa at tegne den
empiriske fordelingsfunktion for observationerne, men med den lodrette
akse skaleret pa en sadan made at normalitet svarer til at man far en
ret linie. Mere preecist: Hvis

Ya) S Ye) < S Ym)

betegner de ordnede observationer, sa vil man forvente at der approksi-
mativt (pa ner tilfeeldig variation) gaelder

Ca (Yo —H) e
riy =@\ V| R —
o n+1

fordi punkterne ;) kan fortolkes som de ordnede, observerede veerdier af
n uafthzengige normeret rektanguleert fordelte stokastiske variable, som
ifglge de store tals lov vil fordele sig jeevnt ud over enhedsintervallet.
Ved at anvende ®~! pa begge sider af denne approksimative relation far

vi '
O $—1 ?
o n+1
som viser at punkterne

et =1,...
<y(z)7 (TL+1>> y b ) )y 1
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— som er dem man afsatter i fraktildiagrammet — ma forventes at ligge
pa en ret linie. Vasentlige afvigelser fra normalitet vil give sig udslag i
krumning eller S—form.

Der findes specielt papir til tegning af fraktildiagrammer, sakaldt “nor-
malfordelingspapir” eller (med en totalt forvirrende betegnelse, som for-
modentlig skyldes en oversattelsesfejl) “sandsynlighedspapir”, hvor den
lodrette akse pa forhand er inddelt svarende til transformation med ®—1.

Bade for histogrammet og (i seerdeleshed) for fraktildiagrammet geelder,
at det kraever ret stor erfaring at vurdere, om der er en signifikant afvi-
gelse fra normalitet. Hvis man er i tvivl kan man saette en computer til
at simulere et antal tilsvarende tegninger for “segte” (altsa simulerede,
se Ssr. side 114-115) normalfordelte observationer, for at fa en fornem-
melse for hvor store de tilfaeldige udsving kan vaere. Det man skal kikke
efter er iseer skeevhed af fordelingen, som ytrer sig ved at den ene hale er
veesentligt tykkere end den anden. Skaevheder kan man i nogle tilfaelde
rette op ved at transformere observationerne. Kt sardeles almindeligt
feenomen er, at et saet af ikke-negative observationer (f. eks. kemiske kon-
centrationer og mange typer af gkonomiske data) udviser en skaevhed,
som svarer til en ophobning af veerdier naer 0 og en forholdsvis tyk hgjre
hale. En sadan skaevhed kan man i heldige tilfselde fjerne ved at erstatte
alle tallene med deres logaritmer.

Angaende udregningerne skal siges, at det betaler sig at bruge formlerne

y =S,/n og SSD, =SS, — Szzl/n,

Sy= _wi, SSy=> .

Den besveerlige del af udregningerne reducerer hermed til beregning af
sum og kvadratsum af alle observationerne, og det kan man pa de fleste
lommeregnere klare uden at skulle indtaste tallene mere end én gang.
Men man er selvfglgelig ngdt til at gentage hele forestillingen, hvis man
vil sikre sig mod indtastningsfejl.

hvor

Hvis alle tallene ligger i et interval af formen [S, S+ A], hvor S er positiv
og stor i forhold til A, kan der opsta numeriske problemer ved udregning
af SSD, fordi hgjre side af formlen er en differens mellem to naesten lige
store tal. Det kan man lgse ved pa forhand at trackke en passende
konstant fra alle tallene. Ligeledes kan man, for at undga besveret
med indtastning af decimalpunktum, gange alle tallene med en passende
titalspotens under indtastningen, og bagefter korrigere resultaterne pa
indlysende made.

ExseMPEL 7.1. (Kilde A. Hald: Statistiske Metoder, Akademisk For-
lag 1968.) Ved fabrikation af hgrgarn udtages regelmaessigt prover til
bestemmelse af garnets styrke. Nedenfor gengives 50 sadanne prgvere-
sultater, ordnet efter stgrrelse.
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Brudstyrker af hgrgarn i kg

1.40 1.52 1.63 1.69 1.73 1.73 1.78 1.89 1.92 1.95
1.98 1.99 2.02 2.03 2.07 2.12 2.12 2.13 2.15 2.16
2.20 2.23 2.26 2.30 2.31 2.32 2.35 2.36 2.37 2.39
2.40 2.40 2.44 2.47 2.50 2.52 2.55 2.60 2.63 2.64
2.65 2.71 2.74 2.77 2.79 2.86 2.92 2.94 3.02 3.30

Pa side 69 ses histogram (ved opdeling i intervaller af laengde 0.2) og
fraktildiagram for disse data. Der er bestemt ikke noget her, som giver
anledning til tvivl om normalfordelingsantagelsen. Pa side 70 er de
to tegninger gengivet i miniatureformat sammen med 15 tegninger af
samme slags for computersimulerede datasaet af samme stgrrelse. Det
ser ud som om fordelingen af hgrgarns brudstyrke overgar selveste den
normale fordeling i normalitet. Men det giver selvfglgelig ikke mening.
Forklaringen er snarere at dette datasat ikke er helt tilfaeldigt valgt.
Vi udregner
S=140+1.52+---+3.30 = 114.95

og
SS = 1.40% 4+ 1.52% + - - - 4+ 3.30% = 272.5443

og far derefter
fi =y = 114.95/50 = 2.299,
SSD = 272.5443 — 114.95% /50 = 8.2743,

6% = 8.2743/49 = 0.1689,
& =/0.1689 = 0.4109.

95% konfidensgrzenserne for middelvaerdiestimatet bliver (idet 97.5%-
fraktilen i T—fordelingen med 49 frihedsgrader er 2.010)

2.299 + 2.0104/ 0'2?)89 =2.299£0.117,

Vi kan altsa med “95% sikkerhed” haevde at fordelingens sande mid-
delveerdi ligger i intervallet [2.182,2.416].
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Histogram
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